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在大气运动中考虑重力加速度

空间变化的问题

廖洞贤

（中国气象局国家气象中心，北京１０００８１）

摘　要　　给出了在旋转坐标系中考虑重力加速度犵的空间变化的大气控制方程组，并证

明了大气总质量和总能量的守恒性，以及和取常值犵时得到的结果相一致的动、位能和

动、内能之间的转换关系。还讨论了在球坐标系中应用方程组时可能出现的困难，给出了

在高度近似下在该系中考虑犵的空间变化的方案，它可以用来建立完全弹性的非静力模

式。
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１　问题的提出

在大气环流和数值天气预报中，一般都把犵作为常数来处理。其所以如此，是因

为犵的空间变化很小，在海平面上，从赤道到极地的变差不过约０．０５ｍｓ－２，只占犵

本身的５‰；如果取犵作９．８ｍｓ－２，误差也仅０．０１ｍｓ－２左右
［１，２］。这看来似乎没有问

题。可是，如果加以分析，就会发现，这种处理并不一定对任何情况都合理。比如，

在出现强对流时，垂直速度可以从零变为１０ｍｓ－１以上，而其生命期不过１０３～１０４

ｓ
［３，４］；这时，其ｄ狑／ｄ狋约为１０－２～１０－３ｍｓ－２，比犵取作上述值时引起的误差还小。

至于非强对流的情况，其ｄ狑／ｄ狋一般还更小。因此，要描写好对流尺度的运动，考虑

犵的空间变化是很重要的，否则似难描写好非静力作用，因而，也难描写好强对流活

动。

Ｐｈｉｌｌｉｐｓ
［５］曾讨论过如何在椭球体上用正交曲线坐标来表示大气运动的问题。栗原

宜夫［６］曾在等位势面上和铅直方向建立坐标系，并给出风分量的表达式和运动方程，

但并未见到其应用的报告。不过，我们也可以用另外的方法来进行研究。如仍用球坐

标系，而用较高近似的方法考虑犵的空间变化等。

下面我们将在第２节中给出一般的在旋转坐标系中的大气控制方程组，其中包含

了具有空间变化的重力加速度，在第３节中讨论大气运动的基本性质，在第４节中讨

论在应用中可能出现的问题和解决问题的方案，第５节是应用，第６节是讨论，第７节

是结论。



２　大气控制方程组

在以地球的心为原点，绕地轴旋转的坐标系中，大气运动的控制方程组可以表示

为
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其中，犞３和

Δ

３表示三维风速和三维梯度算子，犵是重力加速度，是高度和纬度的函

数。

３　大气运动的基本性质

３１　能量方程

从方程 （１）、（２）和方程 （２）、（３），各可以得到动能方程
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和内能方程


狋ρ
犆狏犜＋

Δ

３·ρ犆狏犜犞３＝－狆

Δ

３·犞３＋ρ犙， （５）

于是


狋ρ

（犽＋犆狏犜）＋

Δ

３·ρ（犽＋犆狏犜）犞３＝－

Δ

３·狆犞３＋ρ犞３·犵＋ρ犞３·犉＋ρ犙，（６）

因为犵是保守力，故存在位势Φ，使

犵＝－

Δ

３Φ， （７）

而
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其中，犚是质点距地轴的距离；犌是引力常数，等于６．６７２×１０－１１ｍ３ｋｇ－１ｓ－２，犕 是

地球质量，等于５．９７６×１０２４ｋｇ，犪ｐ是极地地球半径，等于６．３５７×１０
６ｍ

［１，２］。于是
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利用连续方程 （２），则有
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３·ρΦ犞３＝－ρ犞３·犵， （９）

故从 （６）式有
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其中，犽＝ （犞３·犞３）／２。

设地面位势为Φｓ，模式顶位势为Φｔ，且在Φ＝Φｔ和Φｓ处，狏狀＝０，则有


狋
（犓＋犐＋犘）＝∫犌＾ρ（犞３·犉＋犙）ｄ狏， （１１）

其中，犓、犐、犘各是ρ犽，ρ犆狏犜，ρΦ在整个模式大气犌
＾
内的积分，狏狀是Φｔ和Φｓ面外

法线方向的速度。

３２　能量守恒和能量转换

从方程 （１１）可见，在绝热无耗散情况下，大气的总能量是守恒的。

至于能量转换，从动能方程 （４）和内能方程 （５）还有

（犓，犐）＝∫犌狆^

Δ

３·犞３ｄ犞＝－∫^犌
狆

ρ

ｄρ
ｄ狋
ｄ狏， （１２）

这里 （犃，犅）＝犉表示犃和犅之间通过犉进行转换；犉＞０，犅向犃 转换；犉＜０，犃

向犅转换。这些结果和取常值犵时得到的是一致的。另外，从方程 （４）和 （９）还有

（犓，犘）＝∫犌ρ犞３·犵ｄ狏， （１３）

这个结果在形式上和取常值犵时得到的结果相同。

至于犐和犘，从方程 （５）和 （９）可以看到：它们之间没有能量转换。这和取常值

犵时得到的结果也是一致的。

３３　质量守恒

这是很显然的。因为在考虑犵的空间变化时，连续方程的形式并没有改变，只要

对该方程，在前面所取的边界条件下进行积分，总可以得到


狋∫犌ρ^ｄ狏＝０． （１４）

所以，包括犵的空间变化的大气控制方程组是能量和质量守恒的，并有正确的能量转

换关系，任何绝热无耗散且考虑重力加速度空间变化的模式都应具有这种性质。

４　球坐标系

从上面得出的 （１１）～ （１４）式等结果来看，在大气中把犵考虑成随空间变化的

函数是合理的。问题是如何在计算中进行考虑。这与对

Δ

３和犞３等的表示有关，要牵涉

到常用的坐标系，如球坐标系。下面我们进行讨论。

４１　控制方程组写在球坐标系中可能出现的问题

在球坐标系中犵可以表示为

犵＝犵２犼＋犵３犽， （１５）

其中

犵２＝－Ω
２狉ｃｏｓφｓｉｎφ， （１６）

犵３＝－
犌犕
狉２
＋Ω

２狉ｃｏｓ２φ， （１７）

犼、犽各是沿经线向北和沿狉方向的单位向量；犵２、犵３各是犵沿这两个方向的分量。这

时，经向运动方程是
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２
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其中，狏和

Δ

２各表示水平风速和水平梯度算子，珟犳＝犳＋狌ｔａｎφ／狉，ｄ狓＝狉ｃｏｓφｄλ，ｄ狔＝

图１　｜犵２｜ （×１０－２ｍｓ－２）随纬度的分布

狉ｄφ，狕＝狉－犪，犪是地球平均半径。参照

杨大升等［１］对于水平尺度犔＝１０６ｍ和廖

洞贤等［７］对于犔＝１０５和１０４ｍ的运动所

作的尺度分析，我们可以把方程 （１８）

各项的量级列在各项所在位置的下面

（采用 ＭＴＳ制单位）。为了比较，按

（１６）式我们可以算得在海平面上犵２随φ
的分布，其结果如图１所示。

可以看出：｜犵２｜≈０．８９８１×１０－２

ｍｓ－２，对于犔≥犕１０５ｍ的运动，它比方

程 （１８）中除狏／狋和犉狏 外所有的项

都大，因而，在自由大气中，只有狏／

狋才能与之平衡 （这里≥犕 表示在量级上大于或等于）。这样，狏／狋就会很大。这

看来很不合理。产生这个问题显然是由于球面和等位势面不重合的缘故。因此，较彻

底的解决办法应当是：在以等位势面为坐标面的正交曲线坐标系中建立可供计算用的

大气控制方程组。不过，也可以用另外的办法来建立。比如，采取一些措施，仍用球

坐标系使犵２不出现，其所引起的误差控制在可容许的范围之内，等等。

４２　变差分析

犵的变差有水平的和垂直的两种。在水平面上，变差和计算范围有关，范围愈小，

变差也愈小。比如，在南北１００ｋｍ内，一般仅约５×１０－４ｍｓ－２，远小于ｄ狑／ｄ狋在强

对流情况的量级。但是，在垂直方向，如模式顶取为１０４ｍ，则从海平面到模式顶变差

可达３×１０－２ｍｓ－２。因此，对于一个模式，即便水平范围很小，ｇ的水平变差可以不

顾，但垂直变差则是必须考虑的，因为模式顶至少应在１０４ｍ以上，否则似难描写好强

对流的活动。根据上面的分析，下面我们将给出考虑ｇ的空间变化的简化方案并进行

讨论。

４３　简化方案

把地面看成球面，犵指向球心，犵＝｜犵｜。参考刘式适等
［２］所给的经验公式，

犵＝犵^（１－犪１狕）， （１９）

而犵^是犵０ （φ）在计算域内沿水平面的平均，

犵０（φ）＝犵０（１＋０．００５３０２ｓｉｎ
２
φ－０．０００００７ｓｉｎ

２２φ）

其中，犵０＝９．７８０３１ｍｓ－２，犪１＝３．１４×１０－７ｍ－１。于是，大气控制方程组可以写成
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犙
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， （２４）

其中，珚犳＝２Ωｃｏｓφ。注意：这里已用犪代替狉，并略去了所有的曲率项。

用和第３节中所用的同样的方法，从方程 （２０）～ （２４），可以得到和方程 （４）、

（５）相似的动能方程和内能方程，但方程 （４）中的ρ犞３·犵应改为－ρ犵狑。于是，


狋ρ

（犽＋犆狏犜）＋

Δ

３·ρ（犽＋犆狏犜）犞３＝

Δ

３·狆犞３－ρ犵狑＋ρ（犞３·犉＋犙）， （２５）

定义

＝∫
狕

０
犵ｄ狕， （２６）

注意：这里是用 （１９）式和 （２６）式定义的位势，它和用 （７）式定义的不同。这

样，由 （１９）式有

＝犵^狕１－
犪１
２（ ）狕 ， （２７）

故

ｄ
ｄ狋
＝犵狑， （２８）

于是，利用连续方程 （２３），还有


狋ρ
＋

Δ

３·ρ犞３＝ρ犵狑． （２９）

把方程 （２５）和方程 （２９）相加，则


狋ρ

（犽＋＋犆狏犜）＋

Δ

３·ρ（犽＋＋犆狏犜）犞３＝－

Δ

３·ρ犞３＋ρ犞３·犉＋（ ）犙 ．（３０）

设这时计算范围较小，但在水平侧边界上所有预报变量狌、狏、狑、ρ、犜、φ等均为周

期分布，且在狕＝０和狕ｔ处，狑＝０；如有地形起伏，则在狕＝狕ｓ处，狑＝狏ｓ·

Δ

２狕ｓ，其

中下标ｔ和ｓ各表示模式大气顶和地面。于是，在形式上，（１１）式仍成立，即总能量

守恒。用和第３节中类似的方法，还可证明，（１２）、（１３）和 （１４）式成立。

５　应用

５１　静力方程

设 犜＝珡犜（狕）＋犜′，ρ＝珋ρ（狕）＋ρ′，珚狆＝珋ρ犚珡犜，狆＝珚狆（狕）＋狆′

珡犜＝
珡犜０－Γ１狕，　０≤狕≤狕Ｔ，

珡犜Ｔ－Γ２^狕，　狕Ｔ≤狕＜∞
｛ ．

（３１）

采用犵的简化方案 （１９），则珚狆应满足的静力方程可以表示为

６９６ 　　 大　　气　　科　　学 ２８卷　
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烆
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（３２）

其解是

珚狆＝

狆０ｅｘｐ－
犵^
犚珡犜０

μ１狕－
１
犫１
（１－μ１）ｌｎ（１－犫１狕［ ］｛ ｝） ，　０≤狕≤狕Ｔ，

狆Ｔｅｘｐ－
犵Ｔ
犚珡犜Ｔ

μ２^狕－
１
犫２
（１－μ２）ｌｎ（１－犫２^狕［ ］｛ ｝） ，　狕Ｔ≤狕＜∞

烅

烄

烆
，

（３３）

其中，犫１＝Γ１／犜０，犫２＝Γ２／犜Ｔ，犪２＝^犵犪１／犵Ｔ，μ１＝犪１／犫１，μ２＝犪２／犫２，^狕＝狕－狕Ｔ，犜Ｔ＝

犜０－Γ１狕Ｔ；狆０、珡犜０、Γ１、Γ２各是用气候资料确定的海平面的气压和温度，以及对流层

和对流层顶以上的温度垂直递减率，在计算域内均是常数；下标Ｔ表示对流层顶，注

意它和下标ｔ的意义是不同的。

５２　随地形坐标中的控制方程

在坐标

σ１＝
狕－狕ｓ
狕ｔ－狕ｓ

（３４）

中大气控制方程可以写成 （参见附录）：

犝
狋
＋

Δ
２·犝狏＋


σ１
犝σ１＋μσ

狆′
狓
－
狆′
σ１

狕
狓
＝犉犝， （３５）

犞
狋
＋

Δ

２·犞狏＋

σ１
犞σ１＋μσ

狆′
狔
－
狆′
σ１

狕
狔
＝犉犞， （３６）

犠
狋
＋

Δ

２·犠狏＋

σ１
犠σ１＋

狆′
σ１

＋μσρ′犵＝犉犠， （３７）


狋ρμ

σ＋

Δ

２·犞＋

σ１
Σ＝０， （３８）

Θ
狋
＋

Δ

２·θ犞＋

σ１
（θΣ）＝犉Θ， （３９）

狆＝狆００
犚Θ
狆００μ
（ ）

σ

γ

， （４０）

其中，狆００表示标准海平面气压。由 （３４）式还有

狕＝μσσ１＋狕ｓ， （４１）

σ１＝
１

μσ
［狑＋（σ１－１）狏·

Δ

２狕ｓ］， （４２）

其中，当σ１＝０时，狑ｓ＝狏狊·

Δ

２狕ｓ，μσ＝狕ｔ－狕ｓ，（犝，犞，犠）＝ρμσ（狌，狏，狑）；犞＝

犝犻＋犞犼，Θ＝ρμσθ，
Σ＝ρμσ

σ１，犉犝，犉犞，犉犠，犉Θ 等包含有科里奥利力项、耗散项或加

热项；γ＝犆狆／犆狏。

６　讨论

对于犵的处理，如前所述，不论取常值犵或简化方案，在一定条件下，都可以使
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大气总质量和总能量守恒，并有相似的能量转换关系，但它们处理犵的近似程度和其

所起的物理作用却有一定差异。如果记取常值犵和简化方案的重力加速度各为犵０、犵１，

准确值为犵，以经验公式为准，则犵１在一定程度上考虑了犵的空间变化，而犵０则没

有。而且，由于它们的近似程度不同，其作用也有所不同。如定义犈（犵犻）＝犵－犵犻，犻＝

０，１则在低纬地区，在低空犵０比准确值夸大，犈（犵０）有使ｄ狑／ｄ狋为负的作用，使上升

气流减弱；在高纬地区，在低空犵０比准确值小，犈（犵０）有使ｄ狑／ｄ狋为正的作用，使上

升气流夸大；在对流层上层，则一般犵０比准确值大，犈（犵０）有使ｄ狑／ｄ狋为负的作用；

使上升气流减弱。由于这样，在低纬地区，暴雨预报会有强度偏小的可能。至于犵１如

４．２节所述，因为犌^的水平范围较小，犵１所引起的ｄ狑／ｄ狋的虚假作用也较小。

另一方面，在动、位能之间的转换上，因（犓，犘）＝－∫
犌

ρ犵狑ｄ狏由于犵犻导致犈（犵犻）会

使转换率产生误差。在低纬上升气流控制地区，犈（犵０）使（犓，犘）＜０；在高纬上升气流

控制地区，犈（犵０）使（犓，犘）＞０。不过，在引用犵１时这些系统误差都远小于引用犵０时

的误差。

７　结论

根据前面的分析讨论，我们可以得出如下结论：

（１）把重力加速度的空间变化引入到大气控制方程组中，是可行的。分析表明：

在绝热无耗散情况下，采用合适的水平侧边界条件和垂直边界条件，大气总能量和总

质量是守恒的，其动、位能和动、内能之间的转换关系和取常值犵时的关系一致。

（２）在４．２节和４．３节中给出了在球坐标系中，在高度近似下考虑犵的空间变化

的方案和相应的大气控制方程组，可以作为设计完全弹性非静力模式的基础。
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附录　连续方程的推导

σ１坐标系

根据Ｋａｓａｈａｒａ，对于任一垂直坐标犪，连续方程
［９］可以写成


狋ρ

狕


（ ）
犪 犪

＋

Δ

犪 ρ
狕
犪

（ ）狏 ＋ 
犪ρ

狕
犪
（ ）犪 ＝０， （Ａ．１）

令犪＝σ１，从 （３４）式有

狕
σ１

＝狕ｔ－狕ｓ＝μσ， （Ａ．２）

代入方程 （Ａ．１），则


狋
（μσρ）＋

Δ

２· μσρ（ ）狏 ＋

σ１
（μσρσ１）＝０． （Ａ．３）
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