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摘 要 发展了一个大气边界层动力学和植被某些生态过程相互作用的简单模式，求得了这个耦合模式的解析解，

分析了植被反照率和冠层阻抗（气孔阻力）对大气运动及植被温度的影响，这一相互作用的方式可为进一步发展大

气运动和生态过程相互作用的、更复杂的数值模拟模式提供参考。
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1 引言
大气圈和生物圈相互作用的研究是近年来颇受关

注的全球变化及全球变化区域响应的一个重要组成部

分，而大气运动的动力学过程和植被的生态过程之间

的耦合研究又是地—气相互作用研究的核心问题之

一。

自 Charney［1］发展了一个简单的陆—气相互作用
模式并用来研究沙漠化的理论后，下垫面过程特别是

植被的生态过程对发展全球或区域气候模式的作用已

受到广泛的注意，在这方面，Dickinson等［2］和 Sillers

等［3］把下垫面的生态过程和大气物理过程耦合起来的

工作无疑是创造性的，对发展气候模式是重要的。在

国内这方面的工作也随之开展，如季劲钧等［4］发展了

用于气候研究的简单陆面过程模式，赵鸣等［5］引入近

地层的土壤—植被—大气相互作用的模式，中国科学

院大气物理研究所用于气候研究的陆面过程模式［6］

等。从气候变化的角度来看，陆气相互作用可能比海

气相互作用更复杂。研究复杂的陆面过程对气候变化

的作用，模式的数值模拟虽然是一个强有力的方法，

但适度地发展一些有反馈物理过程的较为简单的陆—

气相互作用模式，在解析数学的范围内讨论各种物理
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过程的相对重要性，这仍然是有意义的研究。事实

上，Charney的沙漠化理论就属于这类工作。
本文的目的在于发展一个能在数学上解析处理的

简单大气边界层动力学和植被生态过程相互作用的模

式，用以讨论影响气候态变化的植被属性的相对重要

性。

2 大气动力学—植被生态过程耦合
模式

模式结构是这样考虑的，有一个很薄的贴地层，

其厚度相当于株冠高度，植被的生态过程主要发生在

这一层中，由于层中的能量（例如感热）会与其上的

大气温度关联，这意味着大气运动会对这一层中的能

量平衡起作用。在株冠高度以上是大气边界层，边界

层中除有运动的动力过程外，还有辐射传输过程，即

边界层中的运动不是正压的，温度将参与进来，而温

度垂直变化方程的底边界的定解条件，又会用到株冠

层中的温度。通过这种方式（过程）把大气层和植被

层中的物理过程耦合起来了，构成了一个简单的大气

边界层运动和植被生态过程相互作用模式。

2.1 植被冠层的能量平衡
考虑在植被冠层主要能量过程为：对太阳辐射的

吸收、对来自其上大气层的长波辐射的吸收和本层中

长波辐射的发射，由此，辐射平衡表达式为

Rn =（1 -αc）Qa +εσT4
a -εσT4

c， （1）
其中，Qa 为到达冠层的太阳辐射通量，Tc 为植被的

温度，Ta 为植被冠层顶处大气的温度，ε为灰体系
数，σ为斯蒂芬 - 玻耳兹曼常数，αc 为植被的反照

率。注意到在长波辐射通量公式中，温度是用绝对温

度写出的，如扣去 T̂ = 273 K后用摄氏温度写出，并
认为在所研究的问题中，摄氏温度的变化区间要比 T̂
小一个量级，则上面的平衡式可写成

Rn =（1 -αc）Qa + 4εσT̂3（Ta - Tc）， （2）
式中温度己改用摄氏温度。

感热通量为

Hc =ρ
cp（Tc - Ta）

ra
， （3）

式中，ρ为空气密度， cp 为空气的定压比热， ra =
（Cd-V）- 1为空气阻抗，Cd 为空气的拖曳系数，-V 为
参考风速值。

潜热通量为

λEc = ρLv

ra + rc
cp

Be Lv
（Tc - Ta）+（1 - r）q s（Tc[ ]），

（4）

式中，Lv 为相变潜热，Be 为 Bowen比， rc 为植被冠
层阻抗（气孔阻力）， r 为相对湿度，q s 为饱和比湿，

取植被温度作为参考温度。

假定植被层的能量是平衡的，那么有

（1 -αc）Qa - 4εσT̂3（Tc - Ta）=ρ
cp（Tc - Ta）

ra

+ ρLv

ra + rc
cp（Tc - Ta）

Be Lv
+（1 - r）q s（Tc[ ]） .（5）

取q s（Tc）≈q s（ T̂
·）+∂q s /∂T（Tc - T̂·）= q̂ + bTc ，在

此 q̂ = q s（ T̂·）-∂q s /∂T × T̂·，而 T̂·为一参考温度，
在这个温度值附近，饱和比湿和温度的关系接近线

性，b 是由统计定出的一个常数。于是上式可改写
成，

（1 -αc）Qa - 4εσT̂3（Tc - Ta）=ρ
cp
ra
（Tc - Ta）

+ ρLv

ra + rc
cp（Tc - Ta）

Be Lv
+（1 - r）（ q̂ + bTc[ ]） . （5'）

在这一贴地层或植被覆盖层的能量平衡中，对植

被的属性引进两个宏观参数，一是植被冠层阻抗 rc，
另一是植被的反照率αc。对多数植物来讲，温度高

有利于它们生长、变得茂盛，因此有理由认为，当温

度高时，茂盛的植被反照率会变小，即设αc =α̂c -
aTc，Tc > 0，如温度不为正，仍有αc =α̂c， a 由观
测资料统计定出。与这一假定相似的例子是，在研究

冰期气候形成时就假定了冰面的反照率与温度有反比

关系［7］。

当上面各种能量或热通量处于平衡状态时，得到

Tc = a1 Ta + a2， （6）
式中，

a1 =
4εσT̂3 +ρ

cp
ra

ρcp
Be（ ra + rc）

4εσT̂3 +ρ
cp
ra

+ρ
cp +ρLv（1 - r）bBe

Be（ ra + rc）
- aQa

，

a2 =
（1 -α̂c）Qa -ρ

Lv（1 - r）̂q
ra + rc

4εσT̂3 +ρ
cp
ra

+ρ
cp +ρLv（1 - r）bBe

Be（ ra + rc）
- aQa

.

当在植被覆盖层中存在上面所述的能量平衡时，

就把植被温度和植被冠层顶处的大气温度联系起来

了，这也表示了大气运动通过边界层底部的温度影响

着植被覆盖层的生态温度。

2.2 边界层大气运动方程
考虑到植被的生态过程首先影响的是大气的行星

边界层，现给出边界层的动力学方程。在（ x，z）剖面
上边界层大气运动方程为
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fu =µ
∂2 v
∂z2
， （7）

f∂v
∂z =

g
-T
∂T
∂x， （8）

∂u
∂x +∂w

∂z = 0. （9）

由（9）式，引入流函数φ，

u = -∂φ∂z， w =∂φ∂x， （10）

代入（7）式，得到

f∂φ
∂z = -µ

∂2 v
∂z2
， （11）

取条件

z → ∞， ∂v
∂z → 0， φ→ 0， （12）

由此，有

φ = - µf
∂v
∂z . （13）

由（8）、（10）、（13）式给出

w = -µ
g

f2 T̂
∂2 T
∂x2， （14）

u = µ
g

f2 T̂
∂2 T
∂x∂z， （15）

以及

v = -
g
fT̂
∂
∂x∫

∞

z
Td z， （16）

在此已假定 z→∞， v→0。至此，当大气温度已知后
可算出运动场。

2.3 热量传输方程
在辐射能传递、感热垂直输送和垂直运动相平衡

下，热量平衡方程为

ρcpN
2 T̂( )g w = KT

∂2 T
∂z2 +

Σ
j
α'jρc（Aj + Bj - 2Ej）+α"ρcQ ， （17）

式中，N = g
θ
∂θ
∂( )z

1
2
为 Brunt-Vaisala频率。而α'j 和α"

分别为对波长为λj 的长波辐射的吸收系数和对太阳

辐射的吸收系数，Aj 和 Bj 分别为在波长λj 区间内向

下和向上的长波辐射通量，Ej 为在该波长区间内的

黑体辐射能量，ρc 为吸收介质密度，Q 为太阳辐射
通量，KT 为热量的垂直湍流交换系数。

考虑到（14）式有

- N( )f
2

Kv
∂2 T
∂x2 = KT

∂2 T
∂z2 +

Σ
j
α'jρc（Aj + Bj - 2Ej）+α"ρc Q . （18）

按郭晓岚［8］和巢纪平、陈英仪［7］处理长波辐射通量传

输过程的方案，即将长波辐射谱按某一准则分成波长

短的谱区和波长长的谱区，经过这样的分割处理后，

（18）式的最终形式为

- N( )f
2

Kv
∂2 T
∂x2 = KT

∂2 T
∂z2 + 8 r·εσT̂3

α'sρc

∂2 T
∂z2 -

2（1 - r·）α'wεσρc T4 +α"ρc Q + C0 + C1 z， （19）
式中，α's，α'w 分别为波长短的辐射区和波长长的辐
射区中介质的平均吸收系数， r·表示物质的辐射能量
在波长短的辐射区中的部分与总辐射能量之比。

注意到，方程（19）中有两个积分常数，其中之
一，考虑到 z→∞时，物理量有限，因此， C1 = 0，
而 C0 可用下面的方法求得，设在充分大的侧向边界

及大气顶部没有能量输入，能量只能在底部边界输

入，因此有

C0 = 2（1 - r·）α'wεσρc-T4 -α"ρc-Q -
1
H KT + 8 r·εσT̂3

α'sρ( )
c

∂T
∂( )z z≈0
， （20）

式中，H 为区域的垂直厚度。如果区域取得相当大，
上式最后一项相当小，可以略去，而在这一区域中，

区域平均温度由辐射平衡决定，即εσ-T4 =（1 --α）-Q 。
由此给出

C0 =［2αwρc（1 - r·）（1 --α）-α"ρc］-Q，（21）
于是方程（19）为
N( )f

2

Kv
∂2 T
∂x2 + KT + 8 r·εσT̂3

α'sρ( )
s

∂2 T
∂z2 -

8（1 - r·）α'wρcεσT̂3 T = 2（1 - r·）α'wρc［εσT̂4 -
（1 --α）-Q］-α"ρc（Q --Q）， （22）
这是大气边界层中动力—辐射耦合模式的基本方程。

方程（22）的定解条件之一为

z → ∞， ∂T
∂z = 0. （23）

考虑到植被覆盖层很薄，可将下边界条件置放在 z≈
0处，在这个界面上感热、潜热和辐射通量是平衡
的，即有

z ≈ 0，

-ρcpKl
∂T
∂z =（1 -α）Qa + 4εσT̂3（T - Te）-

ρLv

ra + r [
c

cp
Be Lv
（Te - T）+（1 - r）（ q̂ + bT ]），（24）

式中，Ta 的下标已去掉，Te 可用（6）式替换成 T。
从这个边界条件可以看到，植被的生态过程通过长波

辐射通量和潜热通量又影响了边界层中的大气运动，
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由此可见，这是一个简单的植被生态和行星边界层大

气运动相互作用的模式。

2.4 模式的数学表达
现把上面各种物理过程汇总成一个数学问题。首

先对方程进行无量纲处理，引进 z =（ρcpKl）z'， x =

N /( )f Kﾍ v x'，方程（22）可写成（略去 x， z 的上标
撇号），

∂2 T
∂x2 + â2∂2 T

∂z2 - d̂2 T = Ω（x，z）， （25）

式中

â2 = KT + 8 r·εσT̂3

α'sρ( )
s
（ρcpKl）

2，

d̂2 = 8（1 - r·）α'wρcεσT̂3，

Ω（x，z）= 2（1 - r·）α'wρc［εσT̂4 -（1 --α）-Q］-

α"ρc（Q --Q）.
垂直边界条件为

z = 0， -∂T
∂z = AT + S（x）， （26）

z = ∞， ∂T
∂z = 0， （27）

式中，

A = 4εσT̂3 + ρcp
Be（ ra + rc）

-ρ
Lv（1 - r）b
（ ra + rc）

-

4εσT̂3 + ρcp
Be（ ra + rc[ ]） a1， （28a）

S =（1 -α）Qa -ρ
Lv（1 - r）̂q
ra + rc

-

4εσT̂3 + ρcp
Be（ ra + rc[ ]） a2 . （28b）

方程（25）和条件（26）、（27）构成了一个二阶椭圆
型方程的混合边界条件问题。问题的侧向边界条件视

问题的提法而定。

3 热力学耦合模式
由方程（25）注意到，如果强迫源在区域中是水

平均匀的，对一个无侧向边界强迫的线性问题来讲，

响应出的温度分布在 x 方向也是均匀的，由（14）、
（15）和（16）式可以看到，此时在大气边界层中垂
直运动及水平运动均为零，也即边界层的动力过程将

不在这一相互作用模式中起作用。这样，方程（25）
中只有辐射能传输和热量垂直湍流交换之间的平衡，

即动力学模式退化成单纯的热力学模式。

在这种情况下，方程（25）变成
d2 T
d z2 - C2 T = Ω

·（ z）， （29）

式中， C2 = d̂2 / â2 ，Ω
· = Ω/ â2 。边界条件仍为

（26）、（27）式，但（26）式中的 A 和 S 不再是 x 的
函数，分别取常数 A·和 S·，边界条件（26）式改写
为

z = 0， - dT
d z = A·T + S· （30）

方程（29）满足条件（30）、（27）式的解为

T（ z）= S·e- Cz

C - A·
- 1
2 [C

C + A·

C - A·∫
∞

0
Ω
·（ξ）e

- C（ξ+ z）dξ +

∫
z

0
Ω
·（ξ）e

- C（ z-ξ）dξ +∫
∞

z
Ω
·（ξ）e

- C（ξ- z）d ]ξ .

（31）
解（31）是考虑了大气边界层中的热力过程（即辐射
过程）和贴地植被层中生态过程后温度在垂直方向的

分布。我们称这一温度为热力学平衡温度，标以 T t。

假定，太阳辐射垂直方向上的分布为 Q = S0 -
（ S0 - Qa）e- z/H，取 S0 = 340 W·m-2， Qa = 200
W·m-2，H = 3 × 103m，上述各方程中的参数除反照
率αc 和气孔阻力 rc 待定外，其他各参数分别取值如
下： q̂ = 3.46 × 10- 4，b = 6.86 × 10- 4（º）- 1，Cd = 2.75
× 10- 3，-V = 2.5 m·s- 1， r = 0.5，Kv = KT = 3.0 × 104

W·m-1·（º）- 1，N2 = 1.2 × 10- 4 s- 2， f = 1 × 10- 4 s- 1，

ρ = 1.29 kg·m-3，ρc = 6 × 10- 3 kg·m-3，α's = 10
m2·kg- 1，α'w = 0.125 m2·kg- 1，α" = 2.5 × 10- 2

m2·kg- 1。

分别讨论不同反照率和冠层阻抗对热力学温度的

影响。图 1a，b 是 rc = 200 s·m-1和分别取反照率

αc = 0.16和 ac = 0.26时的结果，前者算得近地面空
气温度为 13.2℃，植被温度为 18.7℃，后者近地面
空气温度为 10.6℃，植被温度为 15.8℃，可见当反
照率增加后植被和空气的温度均降低。

先不考虑反照率随温度的反馈，来看冠层阻抗对

热力学平衡温度的影响。取αc = 0.16，冠层阻抗分
别取 rc = 150 s·m-1和 250 s·m-1，结果如图 2a，b中
的实线所示，这时近地面温度分别为 11.7℃，
14.5℃，相应植被温度分别为 16.8℃，20.5℃。由结
果可见，当冠层阻抗增加时，植被和空气的温度相应

增加。

当考虑植被温度对反照率有反馈时，比如αc =

α̂c - aTc， a 取 0.01，相当植被温度增加 1℃，反照
率减小 0.01。如果以图 1a中的热力学平衡温度解作
为参照，即取 rc = 200 s·m-1和αc = 0.16，此时植被
温度 Tc0 = 18 . 7℃，把反照率的表达式修改为：αc =
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图 1 不同反照率αc = 0.16（a）和αc = 0.26（b）对热力学平衡温度的影响

Fig. 1 The effect of different albedosαc = 0.16（a）和 0.26（b）on thermodynamic balance temperature

图 2 不同冠层阻抗 rc = 150 s·m- 1（a）和 rc = 250 s·m- 1（b）对热力学平衡温度的影响

Fig. 2 The effect of different canopy resistances rc = 150 s·m- 1（a）和 250 s·m- 1（b）on thermodynamic balance temperature

α̂c - a（ Tc - Tc0），则如果取α̂c = 0.16，当 rc = 200

s·m-1，显然热力学温度解就回到了图 1a，此时植被
温度 Tc = Tc0，反照率αc =α̂c = 0.16，也就是说这时

不存在反馈。当取 rc = 150 s·m-1和 250 s·m-1，反照

率的反馈机制起作用，其结果分别见图 2a，b中的点
线，此时计算出近地面温度和植被温度分别为

10.8℃，15.5℃和 15.9℃，21.6℃。与没有反照率反
馈的结果相比较，前者当冠层阻抗从 150 s·m-1增加

到 250 s·m-1时，地面气温增加了 2.8℃，当反照率存
在随温度的变化有反馈时，同样的冠层阻抗变化使地

面气温增加了 4.7℃。这一对比表明反照率随温度变
化的反馈是重要的，如何提出一个更合理的反馈方案

是值得进一步研究的。

4 动力学耦合模式的解析解
现以热力学耦合模式得到的热力学平衡温度作为

背景温度，将动力学耦合模式得出的温度扣去背景温

度，即可分析动力学过程在气候中的作用。令 T' =

T - T t，方程（25）可写成

∂2 T'
∂x2 + â2∂2 T'

∂z2 - d̂2 T' = Ω'（x，z）， （32）

式中，Ω' =Ω - â2 d2 T t /d z2 + d̂2 T t。同时，认为边界

条件（26）式右边的 AT 项中 A 变化不大，近似取作
常数 A·，（26）式改写为

z = 0， ∂T'
∂z + A·T' = - S'（x）， （33）

式中 S' = S + dT t /d z + AT t。（27）式改为

z = ∞， ∂T'
∂z = 0. （34）

问题的侧向条件为

| x |→ ∞， T' = 0， （35）
这个数学物理问题的解法见附录 1。
当考虑不同的植被分布时，有相应的 S'（ x）和

Ω'（x，z）表达式，进而可以求出不同的动力过程解。
这里只简单考虑S'（x）的影响而不考虑Ω'（x，z），即令

Ω'（x，z）= 0，于是附录中（A23）式可简化为

T'（x，z）= â
π∫

+∞

-∞
S'（x"）·
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图 3 植被阻抗在不同水平分布范围下的动力学解：（a）L = 150 km；（b）L = 50 km

Fig. 3 Dynamic temperature in different horizontal distributions of plant resistance：（a）L = 150 km；（b）L = 50 km

图 4 反照率存在随温度反馈的动力学解：（a）L = 150 km；（b）L = 50 km

Fig. 4 Dynamic temperature with a feedback of temperature on albedo：（a）L = 150 km；（b）L = 50 km

K (0 d̂
â â2（x" - x）2 + zﾍ )2 dx" +

A·â
π∫

+∞

-∞
S'（x"）dx"∫

∞

z
eA
·
（ z" - z）K0·

d̂
â â2（x" - x）2 + z"ﾍ[ ]2 d z"， （36）

式中，K0 为第二类修正贝赛尔函数。

4.1 植被不同水平分布格局的影响
考虑植被的属性在水平方向上的分布是不均匀的，

例如取植被阻抗在水平方向上分布为： rc = 200 -

100e- x2 /（2L2）s·m-1，L = 150 km，其他参数与图 1a中
所取的参数一样，即以图 1a的热力学解为基础，由
此计算出的动力学解如图 3a所示，在 x = 0的中心处
温度距平可达到 - 2.5℃。如果改变植被阻抗差异的
水平分布格局，令 L = 50 km，其他参数与图 3a 相
同，其动力学解见图 3b。两图相比较，可以发现当
植被阻抗差异的水平范围变窄时，其动力学温度解由

- 2.5℃变为 - 1.5℃，幅度变小，解在垂直和水平方

向上的分布范围变窄。

4.2 反照率存在随温度反馈的影响
当考虑反照率存在随温度的反馈时，采用上面反

照率随温度反馈的表达形式αc =α̂c - a（ Tc - Tc0），

α̂c = 0.16，取植被的热力学解温度 Tc0 = 18.7℃，分
别考虑植被不同水平分布范围（与图 3相同的分布）
的影响，如果 a = 0，则动力学解回到图 3所示的解，
现取 a = 0.01，动力学解分别如图 4a，b所示。与图
3相比，可以发现考虑反照率随温度反馈后，植被阻
抗差异造成的动力学解幅度增加，同时它们在垂直方

向和水平方向的影响范围也增加。

5 大气动力学场的计算
注意到，虽然现在温度己解出，但从（14）式不

能直接算出垂直速度，这是因为（14）式只在流体内
部表明垂直运动和温度场的关系，而垂直运动尚需受

边界条件的约束，为此，可对（10）式求旋度，将
（14）、（15）式代入，得到
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∂2
φ
∂x2 +∂

2
φ
∂z2 = -µ

g
f2 T̂

∂2

∂x2 + ∂
2

∂z( )2
∂T
∂x， （37）

改写成

∂2Φ
∂x2 +∂

2Φ
∂z2 = 0， （38）

式中，

Φ =φ +µ
g

f2 T̂
∂T
∂x .

边界条件

z = 0， φ = 0， （39）
地面是一条流线，确保垂直运动为零，因此有

z = 0， Φ = µ
g

f2 T̂
∂T（x，0）
∂x ， （40）

右端已知。考虑到 z→∞，φ→0，∂T /∂x→0，于是
有

z → ∞， Φ→ 0 . （41）
类似地考虑，给出

| x |→ ∞， Φ→ 0 . （42）

当Φ算出后，

φ = Φ -µ
g

f2 T̂
∂T
∂x .

方程的解为

φ（x，z）=∫
+∞

-∞

µg
f2 T̂
∂T（x'，0）
∂x

z
（x' - x）2 + z2 dx' -

µg
f2 T̂
∂T
∂x =∫

+π2

-π2

µg
f2 T̂
∂T（x + tanαz，0）

∂x dα -µ
g

f2 T̂
∂T
∂x .

（43）
当流函数求出后，可以计算出 u，w，由（16）

式可计算出 v。这里给出与图 3所示温度动力学解相
对应的大气运动的动力学场（见图 5），其中实线表
示速度 v 的空间分布，由流函数算得的 u，w 由矢量
线给出。由图 5可以看出，在低层水平辐合，导致在
中间有上升气流；植被差异水平分布范围越宽， u，
w的值越小，差异的水平范围越窄， u， w 的值越
大。另外， v 和 u 的分布符合科里奥利力场应起的作
用，表明 u， v，w 这三个场在动力学上是协调的。

图 5 植被阻抗不同水平分布下的大气动力学场：（a）L = 150 km；（b）L = 50 km

Fig. 5 Atmosphere dynamic flow in different horizontal distributions of plant resistance：（a）L = 150 km；（b）L = 50 km

值得注意的是，在轴中心的温度虽然低于两侧，

但空气是上升的，这显然是动力学的结果。可以预

料，如果空气是湿的，水汽可以在上升过程中相变，

则潜热的释放，将使温度增加，那么中心附近的低温

将向高温转化，从而改变植被上空温度分布的格局，

这是绿洲生态动力学研究中一个值得重视的问题。

6 结论
本文在考虑了行星边界层大气中的动力学过程和

辐射传输过程后，将边界层的物理场与下垫面植被冠

层中的热量平衡方程相耦合，从而建立一个简单的边

界层大气运动和植被生态过程相耦合的理论模式，并

对该耦合模式进行了解析求解。用此解析理论分析了

不同的植被反照率和阻抗对热力学解和动力学解的影

响，进而考虑了反照率随温度的反馈的作用。这一相

互作用的方式可为进一步发展大气运动和生态过程相

互作用的、更复杂的数值模拟模式提供参考。

由于陆面过程对气候的影响有两种显然的过程是

重要的，一是改变地表反照率从而改变局地辐射通量

和温度；二是通过蒸发和降水改变系统中热量收支。

对于前者本文简单探讨了植被反照率和温度的反馈对

大气运动及植被温度的影响，对于后者，通过解析求

解出的温度场和垂直运动场的格局初步定性地提出潜

热在绿洲生态动力学中的重要作用，它将改变绿洲上

空温度分布格局，从而影响绿洲的生消。这两种过程

有待于进一步的研究。
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附录 动力学耦合模式方程的解析求解

解分成两个部分：A：一部分为齐次方程满足非齐次边界条件的解，即

∂2 T'
∂x2 + â2∂2 T'

∂z2 - d̂2 T' = 0 ， （A1）

及条件（33）～（35）式；B：另一部分为非齐次方程（32）满足齐次边界条件，

∂T'
∂z = - A· T' ， （A2）

及（34）、（35）式的解。
引进傅立叶变换

T'（x，z）= 1
2ﾍπ∫

∞

-∞
~T'（k，z）eikx dk， （A3）

而

~T'（k，z）= 1
2ﾍπ∫

∞

-∞
T'（x"，z）e-ikx" dx" . （A4）

对问题 A，有
d2~T'
d z2 - K2~T' = 0 ， （A5）

式中，K2 =（k2 + d̂2）/ â2 。它满足条件

z = 0， d~T'
d z = - A·~T' -~S' ， （A6）

式中

~S'（k）= 1
2ﾍπ∫

∞

-∞
S'（x"）e-ikx" dx"，

z → ∞， d~T'
d z = 0 ， （A7）

因而解为（标以下标 1）

T'1（x，z）= 1
2π∫

∞

-∞∫
∞

-∞
S'（x"）e- A·z e-（K- A·）z

K - A· e
ik（ x- x"）dkdx" ， （A8）

令

I（ z"，t）= 1
2ﾍπ∫

∞

-∞
e- Kz" eikt dk ， （A9）
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J（ z，t）= 1
2ﾍπ∫

∞

-∞∫
∞

-∞

e-（K- A·）z

K - A· e
ikt dk =∫

∞

z
eA·z" Id z"， （A10）

在（A10）中，对 K > A·， z"在［ z，+ ∞）范围内积分是收敛的。注意到

I = 1
2ﾍπ∫

∞

-∞
e-

z"
â k2 + d̂ﾍ 2

eikt dk = 2ﾍπ d̂z"
（ ât）2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â （ ât）2 + z"ﾍ( )2 ， （A11）

式中K1（ r）为第二类修正贝赛尔函数。由此得

J = 2ﾍπ∫
∞

z

d̂eA·z" z"
â2（x - x"）2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â â2（x - x"）2 + z"ﾍ( )2 d z" ， （A12）

最后积分为

T'1（x，z）= d̂
π∫

∞

-∞∫
∞

z

S'（x"）z" e- A·（ z- z"）

â2（x - x"）2 + z"ﾍ 2
K1

d̂
â â2（x - x"）2 + z"ﾍ( )2 d z" dx" . （A13）

问题 B，应用傅立叶变换后，方程（31）为

∂2~T'
∂z2 - K2~T' =~Ω'（k，z）， （A14）

其中，

~Ω'（k，z）= 1
â2 2ﾍπ∫Ω'（x"，z）e-ikx dx" .

条件为

z = 0， ∂~T'
∂z + A·~T' = 0 ， （A15）

z → ∞， ∂~T'
∂z = 0 . （A16）

应用格林函数求解，格林函数为

0≤ z ≤ξ， G（ z，ξ）= - 1
2K e- K（ξ- z） + K + A·

K - A( )· e- K（ z+ξ[ ]） ， （A17a）

ξ < z ≤ ∞， G（ z，ξ）= - 1
2K e- K（ z-ξ） + K + A·

K - A( )· e- K（ z+ξ[ ]） . （A17b）

由此，得到这一部分的解为（标以下标 2）

T'2（x，z）= 1
2πâ2∫

∞

-∞∫
∞

-∞∫
∞

0
Ω'（x"，ξ）G（ z，ξ）e

ik（ x- x"）dξdkdx" =

- 1
4πâ2∫

∞

-∞∫
∞

-
[

∞∫
z

0
Ω'（x"，ξ）e

- K（ z-ξ）d ]ξ 1
Keik（ x- x"）dkdx" -

1
4πâ2∫

∞

-∞∫
∞

-
[

∞∫
∞

z
Ω'（x"，ξ）e

- K（ξ- z）d ]ξ 1
K eik（ x- x"）dkdx" -

1
4πâ2∫

∞

-∞∫
∞

-
[

∞∫
∞

0
Ω'（x"，ξ）e

- K（ z+ξ）d ]ξ 2
K - A· - 1( )K eik（ x- x"）dkdx" . （A18）

应用与问题 A 相同的方法，令 t = x - x"，容易求得：

T'2（x，z）= - 1
2â2 2ﾍπ∫

∞

-∞∫
z

0∫
∞

z-ξ
Id z"Ω'（x"，ξ）dξdx" - 1

2â2 2ﾍπ∫
∞

-∞∫
∞

z∫
∞

ξ- z
Id z"Ω'（x"，ξ）dξdx" -

1
â2 2ﾍπ∫

∞

-∞∫
∞

0∫
∞

ξ+ z
eAz" Id z"Ω'（x"，ξ）e

- A·（ξ+ z）dξdx" + 1
2â2 2ﾍπ∫

∞

-∞∫
∞

0∫
∞

ξ+ z
Id z"Ω'（x"，ξ）dξdx" =

- 1
2â2 2ﾍπ∫

∞

-∞∫
z

0∫
z+ξ

z-ξ
Id z"Ω'（x"，ξ）dξdx" - 1

2â2 2ﾍπ∫
∞

-∞∫
∞

z∫
ξ+ z

ξ- z
Id z"Ω'（x"，ξ）dξdx" -

1
â2 2ﾍπ∫

∞

-∞∫
∞

0
J（ξ + z，t）Ω'（x"，ξ）e

- A·（ξ+ z）dξdx" . （A19）
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把（A11）、（A12）中式 I，J 的值带入，可求得总的表达式为

T'（x，z）= d̂2

âπ∫
∞

-∞
S'（x"）e- A·z dx"∫

∞

z

âz" eA·z"

d̂ â2 t2 + z"ﾍ 2
K1

d̂2

â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z" -

d̂2

2â3π∫
∞

-∞
dx"∫

z

0
Ω'（x"，ξ）dξ∫

ξ+ z

z-ξ

âz"
d̂ â2 t2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z" -

d̂2

2â3π∫
∞

-∞
dx"∫

∞

z
Ω'（x"，ξ）dξ∫

ξ+ z

ξ- z

âz"
d̂ â2 t2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z" -

d̂2

â3π∫
∞

-∞
dx"∫

∞

0
Ω'（x"，ξ）e

A·（ξ+ z）dξ∫
∞

ξ+ z

âeA·z" z"
d̂ â2 t2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z" . （A20）

考虑到

∫
∞

z

âz"
d̂ â2 t2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z" =

â2

d̂2
K0

d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 ， （A21）

∫
∞

z

âeA·z" z"
d̂ â2 t2 + z"ﾍ 2

K1
d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z" =

â2 eA·z

d̂2
K0

d̂
â â2 t2 + zﾍ( )2 + â2 A·

d̂2∫
∞

z
eA·z"K0

d̂
â â2 t2 + z"ﾍ( )2 d z"， （A22）

式中K0（ r）为第二类修正贝赛尔函数。
（A20）式可进一步简化为

T'（x，z）= â
π∫

+∞

-∞
S'（x"）K0

d̂
â â2（x" - x）2 + zﾍ( )2 dx" +

A· â
π∫

+∞

-∞
dx"∫

∞ [
z

S'（x"）-∫
z" - z

0
Ω'（x"，ξ）e

- A·ξd ]ξ eA·（ z" - z）K0
d̂
â â（x" - x）2 + z"ﾍ( )2 d z" -

1
2πâ2∫

+∞

-∞
dx"∫

∞

- z
Ω'（x"，z" + z）K0

d̂
â â2（x" - x）2 + z"ﾍ( )2 d z" -

1
2πâ2∫

+∞

-∞
dx"∫

∞

z
Ω'（x"，z" - z）K0

d̂
â â2（x" - x）2 + z"ﾍ( )2 d z" . （A23）
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