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对非线性系统的误差发展方程不作线性化近似!直接用原始的误差发展方程来研究初始误差的发展!提

出了误差非线性的增长理论#首先!在相空间中定义一个非线性误差传播算子!初始误差在这个算子的作用下!

可以非线性发展成任意时刻的误差%然后!在此基础上!引入了非线性局部
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指数的概念#由平均非线

性局部
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指数可以得到误差平均相对增长随时间的演变情况%对于一个混沌系统!误差平均相对增长被

证明将趋于一个饱和值!利用这个饱和值!混沌系统的可预报期限可以被定量地确定#误差非线性的增长理论可

以应用于有限尺度大小初始扰动的可预报性研究!较误差的线性增长理论有明显的优越性#
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引言

混沌系统对初始条件的敏感性意味着长期行为

的不可预测性!但是系统的短期行为还是可以预测

的#如何定量地估计混沌系统的可预报期限虽然比

较困难!却有非常重要的现实意义(

"

"

!

)

#最大
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7

/*.G

指数可以刻画混沌系统预报误差的整体 &长

期'平均增长速率!其倒数过去被近似表示为最大

可预报时间长度(

#

"

=

)

#然而!实际情形证明这个统

计量过分简单化(

&

)

#因为通常我们所关心的不是整

体平均!有时即使是整体平均!也更加关心有限时

间内的行为!就有必要研究吸引子的局部动力特

征#后来一些人提出用局部或有限时间
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指数度量相空间的局部可预报性(
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!其定义是在

有限时间内初始误差的平均增长率#相对于全局
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指数!局部
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/*.G

指数可以更有效地

度量可预报性!因为它可以展示吸引子的时空结

构!这种结构可用来判定临近轨道的发散 &收缩'

率!从而确定可预报性高 &低'的区域#但是!局

部
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1
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指数本质上与全局
E
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指数相同!

都假设初始扰动无限小!以至其发展近似满足切线

性方程!都属于误差的线性增长理论的范畴#已有

的研究表明(

""

!

"$

)

!误差的线性增长理论存在着很

大的缺陷和不足!这一点下面将作进一步讨论#

针对误差的线性增长理论的局限性!本文对非

线性系统的误差发展方程不作线性化近似!直接用

原始的误差发展方程来研究初始误差的发展!首次

引进了非线性局部
E

F

1

7

/*.G

指数的概念!发展了

误差非线性的增长理论#通过应用于
E.

H

),5)8

映射

和
E.0+*I

系统!结果表明了误差非线性的增长理

论较线性理论有明显的优越性!可以很好地表征有

限尺度大小初始扰动的增长!能够定量地估计混沌

系统的可预报期限!更适合于可预报性的研究#
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误差的线性增长理论及其局限性

对于一个
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维非线性动力系统
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#设相

空间中一条相轨迹的初始状态位于点
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!其邻近

的另一个状态
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'是一个小的偏差%经

过时间
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后!
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发展为
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'!而
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'发展为
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'%那么!误差
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在相空间里随时间的演

化满足$
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其中!
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是切线性项!
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'是
.F.

的
-18.U)

矩阵%
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'是误差
!

的高阶非线性项#为了避

开非线性的困难!过去研究假设初始误差无限小!

认为误差
!

在相空间里随时间的演化近似受切线性

方程控制(

#

)
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这本质上是在相空间中定义一个线性误差传播算子
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!误差增长函数
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并由此来定义系统的最大
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这里#
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'为局部或有限时间
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指数!

与相空间的初始位置
!

%

和时间
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有关#由于遍历

性原理!最大
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指数
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并不依赖于
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为了说明误差的线性增长理论的局限性!下面

给出了
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映射的例子#
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映射的方程为
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这个系统是结构不稳定的!随着参数
#

的变化出现

不同的复杂现象%当
!D>&

%

#
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#

时!系统表现出

混沌行为(

$

)

#这里!我们选取参数值
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#图
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给出了
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映射初始误差线性 (对 &

$

'式作

线性近似)和非线性 (对 &

$

'式不作任何近似)情

形随时间的平均增长#可以看出!对于十分小的初

始误差!误差的线性和非线性增长在较短的时间里

只有微小的差别%但是随着时间的增长!误差的非
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映射初始误差线性和非线性情形随时步
4

的平均

增长
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线性增长开始偏离误差的线性增长!最终达到饱

和!而误差的线性增长一直保持持续的指数增长#

以上结果表明!误差的线性增长理论仅在初始无穷

小误差条件下和有限的时间内适用!并不能描述初

始无穷小误差刚开始以指数增长最终达到饱和的整

个演化过程!也不适合于描述有限尺度大小的初始

误差的增长#为了克服传统误差的线性增长理论的

局限性!有必要引进非线性局部
E

F

1

7

/*.G

指数!

来研究误差的非线性增长过程#
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误差非线性的增长理论
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非线性局部
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指数

对误差演化方程 &

$

'不作任何近似!保留所有

的非线性项!误差演化方程的解可以从初始时刻
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时刻进行数值积分获得$
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'为非线性误差传播算子!与
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'式中的线性误差传播算子
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'相比!非线

性误差传播算子
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'有本质不同!它还

依赖于初始误差
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'式可以定义非线性

局部
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'与相空间中参考轨道的初始状

态
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"初始误差大小
$

&

%

'

C

$!

&

%

'

$
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指数可以表征初始

误差在有限时间内的平均非线性增长率!它随着
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的变化而有所不同!很好地反映了吸引子的局

部动力特征!这里我们只考虑非线性局部
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指数在吸引子上的平均#作为一个近似!可

以取大量吸引子上不同初始状态
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的平均代替总

体平均#为了确保初始点位于吸引子上!我们选取

了通过对非线性系统长期积分获得的同一条轨道上

的不同点作为初始点#平均非线性局部
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F

1A

7

/*.G

指数获得$

'

J

&

$
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"

'
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%
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'
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,
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&
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:D9

!

误差平均相对增长的饱和性质

首先给出一个定理!然后给出定理的证明!误

差平均相对增长的饱和性质可以从这个定理推出#

定理$设
K

"

!

K

$

!*!

K

4

是独立随机变量序

列!均服从如下的概率分布$

+

&

D

'

C

8

&

D

'!

!!%

%

D

%

#

!

%

!

!!!

D

(

%

或
D

)

#

-

!

&

""

'

其中!

%

是一个任意小的正数!

#

是一个正常数!

8

&

D

'为定义在 (

%

!

#

)区间上的连续函数#令

L

4

C

*

4

/

C

"

K

& '

/

"

.

4

!

那么!

L

4

"++

K

0

&

4

"

G

'! &

"$

'

其中!

"++

K

表示依概率收敛于!

0

为依赖于
8

&

D

'的

一个常数#

证明$对
L

4

两边取对数!得

2*L

4

C

"

4

,

4

/

C

"

2*K

/

I

因为
K

/

独立同分布!所以
2*K

/

也独立同分布#又

J

&

2*K

/

'

C

-

#

%

2*D

/

8

&

D

'

BDI

2*D

/

8

&

D

'在(

%

!

#

)区间上连续可积!则得到

J

&

2*K

/

'

C

-

#

%

2*D

/

8

&

D

'

BD

C

(

!

其中!

(

为依赖于
8

&

D

'的一个常数%由辛钦大数定

律得

2*L

4

"++

K

(I

即有
L

4

"++

K

+

(

C0

!证毕#

推论$从 &

&

'"&

J

'"&

?

'式可得
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#

期
!
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%
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/
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'
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对于相同大小的初始误差
$

&

%

'!有

'

J

&

$
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"
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*

,

/

C

"
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&
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'
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对于混沌系统!随着
"

"G

!

$

"

&

"
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$

$

&

"

'!*!

$

,

&

"

'将服从类似于 &

""

'式的独立同分布 &不为

零!大小受吸引域的限制'#因此!利用上面的定

理!我们可以得到

'

J

&

$

&

%

'!

"

'

"++

K

0

&

,

"

G

'!

这里!

0

能被看作是'

J

&

$

&

%

'!

"

'的理论饱和值!利

用这个饱和值!可预报期限能被定量地确定#

?

!

误差非线性的增长理论应用实例

?;8

!

<"

@

%.1%-

映射

前面已经给出
E.

H

),5)8

映射!这里!我们同样

选取参数值
#]!D&>

#图
$

给出了
$

&

%

'

C"%

H=时!

E.

H

),5)8

映射的&

"

&

$

&

%

'!

4

'以及'

J

&

$

&

%

'!

4

'的自然

对数随时步
4

的变化#从图
$

可以看出!开始一段

时间平均非线性局部
E

F

1

7

/*.G

指数为常数!随着

4

的增大!逐渐减小并趋向于
%

&图
$1

'#这说明当

误差很小时!误差的增长率为最大
E

F

1

7

/*.G

指数

#

"

!表明在这段时间内!线性误差增长理论还是可

以适用的#然而!随着误差的增长非线性作用也越

来越大!线性方程不再适用!误差增长率开始下

降!最后误差停止增长!达到饱和 &图
$U

'!此时!

系统的初始信息丢失!预报失去意义#类似
L12A

8(+0

和
_12*1

F

的工作(

"#

)

!将初始误差演化到误差

饱和值的
?J̀

时所对应的时间定义为可预报期限!

可以得到在
$

&

%

'

]"%

a=时!

E.

H

),5)8

映射的可预报

期限为
4]!?

#此外!误差的实际计算饱和值与理

论饱和值完全一致 &图
$U

'#

图
!

研究不同
$

&

%

'条件下&

"

&

$

&

%

'!

4

'以及

'

J

&

$

&

%

'!

4

'的自然对数随
4

的变化#可以发现!

&

"

&

$

&

%

'!

4

'初始保持常数的时间随
$

&

%

'的减小而

变长&图
!1

'!但经过足够长的时间后!所有曲线都

单调下降!最终趋于
%

%相应的'

J

&

$

&

%

'!

4

'也有类似

的变化!随着
$

&

%

'的减小达到饱和的时间也变长!

但不论
$

&

%

'多小!最终还是达到饱和#

E.

H

),5)8

映

射的可预报性期限随着
$

&

%

'对数的增大线性减少

图
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a=时平均非线性局部
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指数&
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'以及误差平均相对增长'

J

&

$

&

%

'!

4

'的自然对数 &

U

'随时间的变化#

水平实线$误差的理论饱和值%水平虚线$误差饱和值的
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图
#

!

E.

H

),5)8

系统的可预报期限与误差发展方程切线性近似成立的时间 &

1

'以及误差的实际饱和值与理论饱和值 &

U

'随
$

&

%

'的变化

Q)

H

D#

!

V(+2)6)5.3B

F

*16)8

7

0+B)851U)2)5

F

1*B5(+5)6+5(155(+51*

H

+*52)*+101

77

0.R)615).*(.2B,

&

1

'!

1*B5(+185/12,15/015).*2+G+21*B

5(+5(+.0+5)812,15/015).*2+G+2.35(++00.0

&

U

'

1,13/*85).*.3

$

&
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'

)*5(+E.

H

),5)861
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图
>

!

同图
$

!但为
E.0+*I

系统

Q)

H

D>

!

916+1,Q)

H

D$

!

U/53.0E.0+*I,

F

,5+6

&图
#1

'!但是对于某一个确定的
$

&

%

'!

E.

H

),5)8

映

射的可预报性期限要明显大于误差发展方程切线性

近似成立的时间 (定义为图
!1

中.

"

&

$

&

%

'!

4

'近似保

持常数的时间)#对于不同的
$

&

%

'!误差的实际计

算饱和值与理论饱和值都有较好的吻合&图
#U

'#

?;9

!

<"(&#A

系统

E.0+*I

系统的方程(

">

)为

M

K

CH&

K

E&

N

!

M

N

C

*K

H

N

H

KL

M

L

C

KN

H

(L

/

0

1

!

! &

"!

'

其中!

&

C"%

!

*C$J

!

(]J

.

!

#与一维
E.

H

),5)8

映

射有所不同!三维
E.0+*I

系统的计算结果显得更为

复杂一些#

$

&

%

'

]"%

a=时!

E.0+*I

系统的&

"

&

$

&

%

'!

"

'

在最初的一小段时间内并没有保持一常数!而是先

为负值!接着突然变为较大的正值%随后逐渐趋于

常数!即最大
E

F

1

7

/*.G

指数
"

"

%最后随着误差的

增大!

&

"

&

$

&

%

'!

"

'逐渐减小并趋向于零 &图
>1

'#与

之相对应!

'

J

&

$

&

%

'!

"

'经过最初的先减小接着超指

数增长的阶段后!才呈稳定的指数增长%当发展到

一定大小时!误差的增长进入非线性阶段!最终达

到饱和 &图
>U

'#按照前面的定义!在
$

&

%

'

]"%

a=

时!

E.0+*I

系统的可预报期限为
"]"?D&

#注意到

虽然取相同的初始误差大小!

E.

H

),5)8

映射的可预

报性期限要比
E.0+*I

系统的大!这说明不同的混

沌系统对初始值的敏感程度是不同的#

从图
=

可以看出!不同
$

&

%

'条件下!

E.0+*I

系统&

"

&

$

&

%

'!

"

'及'

J

&

$

&

%

'!

"

'随
"

的变化!与

E.

H

),5)8

映射中的结论相同#系统可预报性期限随

$

&

%

'对数的增大也线性减少!对于某一固定的
$

&

%

'!总要大于切线性近似成立的时间 &图
&1

'%对

于不同的
$

&

%

'!误差的实际计算饱和值与理论饱和

值的一致性也在
E.0+*I

系统得到验证 &图
&U

'#

B

!

总结和讨论

在非线性系统原始的误差发展方程基础上!本

文首次引进非线性局部
E

F

1

7

/*.G

指数的概念!发展

了误差非线性的增长理论!通过比较误差线性和非

线性增长理论的异同!结果表明误差非线性的增长

理论较线性理论有明显的优越性!可以很好地表征

有限尺度大小初始扰动的增长过程!能够定量估计

混沌系统的可预报期限!更适合于可预报性的研究#

尽管
E.

H

),5)8

映射和
E.0+*I

系统形式上非常

>&>

#

期
!
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图
=

!

同图
!

!但为
E.0+*I

系统

Q)

H

D=

!

916+1,Q)

H

D!

!

U/53.0E.0+*I,

F

,5+6

图
&

!

同图
#

!但为
E.0+*I

系统

Q)

H

D&

!

916+1,Q)

H

D#

!

U/53.0E.0+*I,

F

,5+6

简单!但有非常复杂的非线性特征!能够充分揭示

非线性作用对误差增长的影响#对于较复杂的非线

性系统!如天气和气候系统!我们利用误差非线性

的增长理论研究可预报性问题已取得了初步进展!

结合实际资料!定量估计了
>%%(K1

高度场可预报

期限的空间分布特征(

"=

)

#在以后的工作中!大气

中不同时空尺度运动的可预报期限及其关系"可预

报性期限随初始误差的变化规律"可预报性期限的

年代际变化"极端事件的可预报性问题"可预报性

的预报问题!以及从误差非线性增长的角度揭示影

响可预报性的有关机制等!是需要利用误差非线性

的增长理论进一步研究的几个问题#
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