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气溶胶粒子大小分布是地球环境科学研究中最重要的方向之一(由数学物理模型来估计气溶胶的粒子

分布是一个不适定的反问题#反演的目的就是用适定的问题来代替不适定问题#并获得原问题解的近似(本文研

究气溶胶粒子分布的约束优化反演方法(首先探讨了问题的病态性#接着基于对待反演参数施加先验约束给出

了正则化模型(在正则化的具体实现上#研究了带线搜索技巧的
INO9

算法(数值试验表明了本文的算法可以用

来稳定地求解气溶胶粒子分布的反演问题#基于正则化模型的
INO9

方法可以很好地反演气溶胶粒子分布函数(
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引言

气溶胶是指悬浮在空气中的微小的固体或液体

颗粒构成的多分散系#是重要的地球化学组分之

一(大气气溶胶通过吸收和散射直接影响地*气系

统接收的太阳辐射(由于气溶胶粒子在大气中的物

理与化学反应及其对人类社会和自然环境的影响#

我们有必要对气溶胶粒子的生成和分布进行深层次

的探索#因而气溶胶粒子大小分布就成为地球环境

科学研究中的最重要的方向之一 $
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+王彦飞等#
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%(气

溶胶的粒子大小分布通常是由其粒子半径
-

决定

的#在数学上可以表征为不同的粒子大小分布函数

/
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-

%#它表征了单位面积或单位体积上不同气溶胶

粒子的数量分布#如果假定大气中的微粒可足够准

确地用已知折射率的等效球体来模拟#则大气气溶

胶光学厚度 $

4SP

%和其粒子大小谱的积分方程可

表示为
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其中#
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是气溶胶粒子半径#单位为
"

6
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是波长#

单位为
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6
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是气溶胶粒子的复折射率指数+
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为

算子#作用到粒子分布函数
/

$

-

%上由 $

%

%式右端

表示(求解上述问题来反演分布函数
/

$

-

%的方法

有很多#但各有特点#大致分为基于统计推理的极

大后验估计方法'最小二乘方法'正则化方法和最

优正则化方法 $
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%(本文考虑基于正

则化模型的
INO9

方法(
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方法具有稳定性和

快速计算的特征#我们期望该方法在处理气溶胶粒

子反演问题上能带来好的效果(

在本文中我们采用以下记号&,&

[

-表示 ,按

某公式定义-#,

6)*

-表示 ,极小化某个函数-#
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模 $比如#对于向量
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"

P

-

表示矩阵
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的转置#,
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-表示 ,在某种条件下-(
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问题的病态性

注意到由数学物理模型 $

%

%来估计气溶胶的

粒子分布是一个不适定的反问题 $王彦飞#
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这里的不适定性通常指的是在有限的观测下我们不

可能获得粒子分布函数
/

$

-

%的唯一解#或者有时

候不存在粒子分布函数的解#或者有解但不稳定(

反演的目的就是用适定的问题来代替不适定问题#

并获得原问题解的近似(为了克服不适定性#我们

需要建立合适的正则化模型并研究可行的计算方

法(
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正则化建模

把 $
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%写成紧致的形式
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可以证明
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为紧算子 $肖庭延等#
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%(反演就

是由观测数据
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和算子
:

反求分布函数
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(在离散

化的情形#
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表示待反演向量#
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为矩阵(正则化

指的是寻找一簇有界算子
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解下面的优化问题
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然而#如前所述#问题的不适定性导致
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的条件

数很坏#因而需要寻求正则化方法(人们通常熟悉

的
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正则化要求解下面的极小化问题
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正则化模型的
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算法

由于粒子分布的非负性#我们研究下面的极小

化模型
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该矩阵的导出可见 $
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"为气溶胶

粒子的半径区间#
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为离散的格点数(

下面来研究问题$
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%的求解方法(
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的极小化可以通过拟牛顿方法来实现 $袁亚湘#
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%(在算法的每一步#需要更新

%

E

B

%

9

%

E

>%

E

"

>

%

(E

# $

&

%

其中#

%

E

为步长#需要先搜索得到+

"

定义为
"9

$

P

$B

&

'

+

(E

为梯度#通过下式算得

(E

9

$

"

B&

'

%

%

E

>

$

P

!

?

$

%$

%

对于大计算量问题#直接对
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求逆的运算量很大#

通常转化为一个易于求解的迭代问题(于是
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线搜索得到 $袁亚
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为预先选定的常数(

由于极小化模型中有非负约束#在用
INO9

方

法计算出结果后#我们接着进行了投影#即把计算

出的结果投影到可行集
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数值试验

我们考虑半径介于
$;%

"

6

和
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之间的粒

子#也就是我们感兴趣的粒子半径区间为 !
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(其中
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大小的粒子是悬浮在大气中

几乎不受布朗运动和重力沉降作用的影响的尺度#

在空气中单独存在的时间最长#而
%$

"

6

的粒子代

表的则是云滴的近似大小(注意到当差分网格点数

3

+

#$

时#会导致非常大的求积误差#因此我们选

择比较大的差分格点数
3[#$$
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我们给出一个通常用来模拟气溶胶粒子谱分布

的例子 $
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先注意到#由于观测有限#连续形式的粒子大小分
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%是不能给出的(我们只能获得一个逼

近原始分布函数的近似解(对区间!

0

#

D

"做
3

等份

剖分#则得到采样点0

-

G

1

3

G

9%

(记
$9

$

:

.

G

%

3H3

#

%

及
-

为相应的向量#我们有 $肖庭延等#

#$$!

%

$%

9

-?

更现实一点#我们考虑到观测数据有误差#则向量

-

可以表示为

-

9

-

$

B(

.

01*C

$

,)D+

$

-

$

%%#

其中
-

$

表示真实的观测#

(

为误差界#

01*C

$

,)D+

$

-

$

%%表示施加与
-

$

同样长度的随机噪音(

作为例子#我们取
/

50/+

$

-

%

9%$;"-

>!;"

+V

7

$

>%$

>%#

-

>#

%

为真实的气溶胶粒子分布函数#并设!

$;%

#

#

"

"

6

是我们感兴趣的区间(该粒子很好地模拟了气溶胶

粒子的变化趋势 $

B1*

A

+512=

#

#$$>

+

B1*

A

#

#$$?

+

B1*

A

+512=

#

#$$&

#

B1*

A

1*CZ1

#

#$$&

%(在实际

计算中#考虑到气溶胶粒子的变化特性#我们令

/

50/+

$

-

%

9#

$

-

%

&

$

-

%#其中
#

$

-

%为快变函数#

&

$

-

%

为慢变函数(根据陆相观测#大部分快变函数满足

-/*

A

+

分布 $

B1*

A

+512=

#

#$$>

%&

#

$

-

%

9-

>

$

&

*

B%

%

#

其中
&

*为
#;$

%

H?$

之间的一个常数#在本次试验中

我们取
&

*

9!

#

&

$

-

%

9%$;"-

%

/

#

+V

7

$

>%$

>%#

-

>#

%(其

它类似的粒子分布函数已经在 $

PL.6+

M

#

%&>"

%中
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表示反演计算得到的信号#
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表示观测

得到的信号 $真实值%#
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为观测向量的长度(显

然均方根误差刻画了反演得到的信号与真实信号的

平均相对偏移度(我们把由正则化模型的
INO9

方

法计算得到的均方根误差列于表
%

中+把粒子分布

绘于图
%

中(显然可见基于正则化模型的
INO9

方

法可以很好地反演气溶胶粒子分布函数(

&>&

"

期
!

<.;"

董文&气溶胶粒子反演的约束优化方法

@S<OB+*='.*,501)*+CS

7

5)6)D15).*Z+5(.C,3.0X*F+0,).*.34+0.,.2Q105)82+9)D+@),50)G/5).*N/*85).*,

!!!



图
%

!

不同复折射率条件下的气溶胶粒子谱分布与真实分布的对比
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@
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不同噪音水平和不同复折射指数条件下的均方根误

差对比
H
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结论

为了克服气溶胶粒子谱分布反演的病态性#本

文研究了正则化处理手段和拟牛顿计算方法(在正

则化建模过程中#我们考虑到了对待反演参数的先

验约束问题#特别是给出了用规范化的三对角矩阵

对气溶胶粒子分布函数加权+计算上采用了稳定性

较强的
INO9

计算方法#并用到了
B.23+

线搜索技

巧(计算结果表明本文的方法在不同噪音水平条件

下均可以获得较小的均方根误差#且对于不同的复

折射指数均可以收敛到问题的真实解#因此本文的

方法具有较好的适用性(
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