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摘  要  本文是讨论梅雨锋暴雨过程中多尺度能量相互作用问题的开始部分。为了分析梅雨锋暴雨过程中的多尺

度能量相互作用，从 z 坐标系中的运动方程和热力学方程出发，把基本物理量分成大尺度背景场（＞2000 km）、α

中尺度（200～2000 km）和 β中小尺度系统（＜200 km）分量，利用滞弹性近似，推导了大尺度背景场、α中尺

度和 β中小尺度系统三个尺度的动能方程和位能方程。能量方程中包含了各尺度动能之间的转换、位能之间的转

换以及动能和位能之间的转换。动能方程主要包括各尺度动能之间转换项、动能输送项、水平气压梯度力做功项、

垂直方向扰动气压梯度力做功项、浮力做功项、地转偏向力分量做功项以及摩擦力做功项。位能方程主要包括各

尺度位能之间转换项、位能输送项、浮力做功项以及非绝热加热做功项。其中浮力做功项为位能和动能之间的能

量转换项，是暴雨发生发展过程中比较关键的能量转换项。关于将能量方程用于梅雨锋暴雨过程中并且诊断能量

相互作用影响暴雨发展和消亡过程的物理机制等问题，将在以后的研究中给出。 
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Abstract  This paper is the beginning part of the discussion on the multi-scale energy interactions in the Meiyu front 
rainstorm. The kinetic energy equations and potential energy equations of large scale background field, meso-α scale and 
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meso-micro-β scale are derived from motion equations and thermodynamic equations in the z coordinate system using the 
anelastic approximation by dividing the basic physical quantity into three scales for the purpose to analyze the multi-scale 
energy interactions. Various energy conversions are presented in the energy equations. The kinetic energy equations 
mainly include kinetic energy transportation or conversion, the work of horizontal pressure gradient force, vertical 
perturbation pressure gradient force, buoyancy, Coriolis force and friction. The potential energy equations mainly include 
potential energy transportation or conversion, and the effects of buoyancy and diabetic heating. Among them, the effect of 
buoyancy is substantially the energy conversion term between the potential energy and kinetic energy, and thus is the 
most critical energy conversion term in the process of rainstorm development. In the future study, the energy equations 
will be applied to the Meiyu front rainstorm, and the physical mechanism for the diagnosed energy interaction, which 
affects the development and disappearance of rainstorm, will be given. 
Keywords  Large scale background field, Meso-α scale, Meso-micro-β scale, Kinetic energy and potential energy 

equation, Interaction 
 

1  引言 
梅雨锋暴雨是梅雨期典型的洪涝灾害。由于梅

雨期会发生大范围持续性暴雨和集中的特大暴雨，所

以研究梅雨期暴雨有着重要的科学和社会意义。 
1955 年，Lorenz（1955）把总势能与最小总势

能的差值定义为位能，随密度或者温度水平梯度的

存在而存在。在绝热过程中，位能和动能的总和为

常数。洛伦兹还将大气物理量分解成平均场和扰动

场，当低纬的暖空气和高纬的冷空气相遇，平均场

会将部分能量转换给扰动场，具体为平均位能将部

分能量转换给扰动位能，扰动位能再将部分能量转

换给扰动动能，最后扰动动能将能量转换给平均动

能，这就是著名的洛伦兹能量循环。1957 年，

Saltsman（1957）通过对行星尺度的运动采用傅里

叶级数分析来定义运动的尺度，再进行各个尺度能

量方程的推导，推导的能量方程中包含特定波数域

中涡旋气流和平均气流的位能的产生、释放和向动

能的能量转换等。1983 年，Plumb（1983）在转换

欧拉平均（Andrews and McIntyre，1976）的基础上

从原始方程出发对能量方程的推导做出了一些改

进，推导出的能量方程中不仅包含平均动能向涡动

动能转换之类的项，还包含了能量通量这样的输送

项。1984 年，Kanzawa（1984）也在转换欧拉平均

的基础上从准地转方程出发作出进一步的研究，发

现平均位能和扰动位能之间不存在能量转换。2000
年以前，不同的学者在不同的条件下从欧拉观点出

发推导了各种能量方程。这之后，Iwasaki（2001）
从拉格朗日经圈环流的角度出发在等熵坐标系中

推导位能和动能变率方程来解释波流相互作用，研

究表明在经度—高度剖面上没有平均动能和扰动

动能的能量转换；进一步研究发现平均气流波数增

加，平均动能向扰动位能转换能量，平均气流波数

减小，扰动位能向扰动动能转换能量。2010 年，

Murakami（2010）提出了一个新的局地能量诊断方

案，与之前不同的是，能量方程不仅包含平均能量

方程和扰动能量方程，还包含了一个新的能量方

程，即相互作用能量方程。当采取适当平均之后，

相互作用能量可能会消失，但相互作用能量的方程

不会消失，并且将相互作用能量通量和两类能量转

换项有机地建立关系，丰富和完善了洛伦兹经典的

能量循环图。这几十年以来，几乎所有学者都是以

平均场和扰动场为研究对象去探讨能量之间的相

互作用或能量循环。很少有学者探讨三个尺度及其

以上之间的能量学特征，2011 年，Hsu et al.（2011）
在 p 坐标系中推导了三个尺度下的动能方程，用于

研究夏季季节内震荡和天气尺度扰动之间的相互

作用，这是能量学的一大突破。 
近几年来，从能量学的角度去定量分析梅雨锋

暴雨过程开始逐渐盛行，很多学者把大尺度看成基

本量，把中尺度看成是扰动量，利用能量方程来探

究大尺度与中尺度系统这两种尺度之间的相互作

用。但直接触发暴雨生成的最主要的系统是中尺度

系统中的 β中尺度和 γ中尺度扰动（王建捷和李泽

椿，2002；廖移山等，2010；孙晶，2011），如果

用两个尺度能量方程来研究梅雨锋暴雨过程中多

尺度系统之间的相互作用不能显著突出中小尺度

系统对暴雨生成的重要作用。所以本文为了分析梅

雨锋暴雨过程中的多尺度能量相互作用，在第一部

分推导了 z 坐标系中大尺度背景场（＞2000 km）、

α中尺度（200～2000 km）和 β中小尺度系统（＜

200 km）三个尺度的动能方程和位能方程。在以后

的研究中将深入探究大尺度背景场、α 中尺度和 β
中小尺度系统之间的相互作用对暴雨发生发展的
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影响，以期对暴雨天气的预报有一定的指示意义。 

2  能量方程的推导 
2.1  三个原始的运动方程和热力学方程 

z 坐标系中的原始方程（出发方程）： 
d ( )
d
u p u u ufv
t x x y z

υ
ρ
∂ ∂ ∂ ∂

= − + + + +
∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2

2 2 2

1
,   （1） 

d ( )
d
v p v v vfu
t y x y z

υ
ρ
∂ ∂ ∂ ∂

= − − + + +
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2 2 2

2 2 2

1
,   （2） 

d ( )
d
w p w w wg
t z x y z

υ
ρ
∂ ∂ ∂ ∂

= − − + + +
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2 2 2

2 2 2

1
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p

d
d

Q
t c T
θ θ
= & ,                         （4） 

其中，u、v 和 w 分别是纬向、经向和垂直方向上的

风速，p 为气压，ρ为密度，θ为位温，T 为气温，

f 为地转参数，g 为重力加速度，υ为运动学粘滞系

数，Q 表示非绝热加热，cp 是空气的定压比热。在

上述方程计算密度和位温时，涉及到的公式还有状

态方程和位温方程：  
RTp ρ= ,                          （5） 

pcR

p
T ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1000θ ,                      （6） 

其中，R 为比气体常数。 
将物理量分解成“ A ”、“ A% ”和“ A~”三个尺

度分量，“ A ”表示空间尺度为 2000 km 以上的大

尺度背景场，“ A% ”表示空间尺度为 200～2000 km
之间的 α中尺度系统，“ A′”表示空间尺度为 200 km
以下的 β中尺度和 γ中尺度等中小尺度系统，那么

u u u u′= + +% ， v v v v′= + +% ， w w w w′= + +% ；

T T T T ′= + +% ， θ θ θ θ ′= + +% ， p p p p′= + +% ，

ρ ρ ρ ρ′= + +% 。 
    由于长时间暴雨过程是中尺度深对流过程，所

以利用滞弹性近似公式（7）（寿绍文，2009）对垂

直运动方程进行处理，它与原始方程的不同是保留

了平均密度的垂直变化，即保留了压缩效应和热膨

胀效应引起的密度变化，考虑了由密度扰动引起的

浮力，比较接近实际流体。 

θ
θθ

ρ
ρρ ′+

−
′+

=
′+

~~~

p
pp

c
c

p

v ,               （7） 

其中，cp 是空气的定压比热，cv是空气的定容比热。 
垂直方向运动方程变成： 

d ( ) ( )
d
w p p p pg
t z z

ρ ρ ρ ρ
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           （8） 
2.2  动能方程的推导 
2.2.1  计算 u′×公式(1)＋v′×公式(2)＋w′×公式

(8)，求 K t′∂ ∂  

K t a a a a a a a a a′∂ ∂ = + + + + + + + + +1 2 3 4 5 6 7 8 9
 

a a a a a a a a a+ + + + + + + + +10 11 12 13 14 15 16 17 18  
  ,a a a+ +19 20 21                                                 （9） 
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⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥′ + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

% % % % % %

% % %

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

20 2 2 2

2 2 2

（29） 

   

u u u v v vu v
x y z x y z

a
w w ww
x y z

υ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥′ + +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

21 2 2 2

2 2 2

,

（30） 
其中，各方程中等式左边的 a1、a2、a3……、a21只

是用以计数的量，没有其他含义（下同）。 
进一步化简方程（9）得到： 

( , ) ( , ) ( , )K L K KK t I T T T H Vβ β β α β β β β′∂ ∂ = + + + + + +  

( , ) ( , )B B S C Fα β β β β β β+ + + + .     （31） 
公式（31）中各项的物理意义见表 1。 

2.2.2  计算 (1) (2) (8)u v w+ +% % %× × ×公式 公式 公式 ，

表 1  β中小尺度系统动能方程（31）中各项的物理意义 
Table 1  Physical meanings of individual items in the meso-micro-β scale kinetic energy equation (31) 

 项  物理意义 

K t′∂ ∂   β中小尺度系统动能变率项 
Iβ  a1  β中小尺度系统惯性力做功项 

( ),K LT β  [( ) ]a a a V V V V V′ ′+ + = − + + ⋅∇2 3 4 3
%  大尺度背景场向 β中小尺度系统的动能转换项 

( ),KT β α  [( ) ]a a a V V V V V′ ′+ + = − + + ⋅∇5 6 7 3
% %  α中尺度系统向 β中小尺度系统的动能转换项 

( , )KT β β  [( ) ]a a a V V V V V′ ′ ′+ + = − + + ⋅∇8 9 10 3
%  β中小尺度系统动能输送项 

Hβ  a a a+ +11 12 13  β中小尺度系统水平气压梯度力做功项 
Vβ  a14  垂直方向扰动气压梯度力在 β中小尺度系统垂直气流中的做功项 

( , )B α β  a15  α中尺度系统气团受到的浮力在 β中小尺度系统垂直气流中的做功项 

( , )B β β  a16  β中小尺度气团受到的浮力在 β中小尺度系统垂直气流中的做功项 
Sβ  a17  空气的压缩效应 
Cβ  a18  β中小尺度系统地转偏向力做功项 
Fβ  a a a+ +19 20 21  β中小尺度系统摩擦力做功项 
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求 tK ∂∂ ~  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11K t b b b b b b b b b b b∂ ∂ = + + + + + + + + + + +%  

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21b b b b b b b b b b+ + + + + + + + + , 
（32） 

1 ( ) ( ) ( ) ,u u v v w wb u v w
t t t t t t

⎡ ⎤′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

% % %  

（33） 

2

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %

, 

（34） 

3

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % % % % % % %

% % % % % % % %

,     

（35） 

4 ,
   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′+ + + + +⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟′ ′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %

（36） 

5

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %
% % % % %

% % % %
% % % %

,   

（37） 

6

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %
% % % % % % % % % %

% % % %
% % % % % % % %

,   

（38） 

7

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %
% % % % %

% % % %
% % % %

, 

（39） 

8

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %
,

（40） 

9

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % % % % % % %

% % % % % % % %
, 

（41） 

10 ,
   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

b
w u v wwv uw vw ww
y z z z

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %

（42） 

11 2

1 ,p p p pb u v u v
x y x y

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′∂ ∂ + ∂ ∂
= − ⋅ + − ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%
% % % %  

（43） 

12 2

1 ,p p p pb u v u v
x y x y

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ + ∂ ∂
= − ⋅ + − ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%% % % %
% % % %  

（44） 

13 2

1 ,p p p pb u v u v
x y x y

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ + ∂ ∂
= − ⋅ + − ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%
% % % %

（45） 

14 2

1 ( )p pb w
z

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′+ ∂ +⎢ ⎥⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

% %
% ,        （46） 

15
gb wθ
θ

= %% ,                            （47） 

16
gb wθ
θ

′= % ,                          （48） 

17
v

p

c p pb w g
c p

⎛ ⎞′+
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

%
% ,                  （49） 

18 ( )b f uv uv uv uv= + − −% % % % % % ,                （50） 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

19 2 2 2

2 2 2

,

   

u u u v v vu v
x y z x y z

b
w w ww

x y z

υ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

% %

%

                                     （51） 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

20 2 2 2

2 2 2

,
   

u u u v v vu v
x y z x y z

b
w w ww

x y z

υ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

% % % % % %
% %

% % %
%

  
（52） 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

21 2 2 2

2 2 2

.

u u u v v vu v
x y z x y z

b
w w ww
x y z

υ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

% %

%

       （53） 
进一步化简方程（32），得到： 

( , ) ( , ) ( , )K L K KK t I T T T Hα α α α α β α∂ ∂ = + + + + +%  

( , ) ( , )V B B S C Fα α α β α α α α+ + + + + .    （54） 
公式（54）中各项的物理意义见表 2。 

2.2.3  计算 (1) (2) (8)u v w+ +× × ×公式 公式 公式 ，

求 tK ∂∂  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10K t c c c c c c c c c c∂ ∂ = + + + + + + + + + +  

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21c c c c c c c c c c c+ + + + + + + + + + , 
（55） 

1 ( ) ( ) ( )u u v v w wc u v w
t t t t t t

′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤= − + + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

% % %
, 

（56） 

2

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,  

（57） 

3

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %

,  

（58） 

4

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′+ + + + +⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟′ ′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 

（59） 

5

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %
, 

（60） 

6

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %
% % % % %

% % % %
% % % %

, 

（61） 

7

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %
, 

（62） 

8

   

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

, 

（63） 

9

    

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % % % %

% % % %
, 

（64） 

10 ,
    

u v w u vuu vu wu uv vv
x x x y y

c
w u v wwv uw vw ww
y z z z

′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′+ + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

（65） 

11 2

1 ,p p p pc u v u v
x y x y

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′∂ ∂ + ∂ ∂
= − ⋅ + − ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%
 

（66） 

12 2

1 ,p p p pc u v u v
x y x y

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ + ∂ ∂
= − ⋅ + − ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%% % % %
 

（67） 

13 2

1 ,p p p pc u v u v
x y x y

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ + ∂ ∂
= − ⋅ + − ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

%
 

（68） 

14 2

1 ( )p pc w
z

ρ ρ
ρ ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′+ ∂ +⎢ ⎥⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

% %
,         （69） 

15
gc wθ
θ

= % ,                            （70） 

16
gc wθ
θ

′= ,                           （71） 

17
v

p

c p pc w g
c p

⎛ ⎞′+
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

%
,                  （72） 

18 ( )c f uv uv uv uv= + − −% % ,               （73） 
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2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

19 2 2 2

2 2 2

,

  

u u u v v vu v
x y z x y z

c
w w ww

x y z

υ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠= ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
                   （74） 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

20 2 2 2

2 2 2

,
  

u u u v v vu v
x y z x y z

c
w w ww

x y z

υ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

% % % % % %

% % %

                  （75） 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

21 2 2 2

2 2 2

.
   

u u u v v vu v
x y z x y z

c
w w ww
x y z

υ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= ⎢ ⎥′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 

（76） 

进一步化简方程（55），得到： 

( , ) ( , ) ( , )L K L L K L K L LK t I T T T Hα β∂ ∂ = + + + + +  

( , ) ( , ) .L L L L L LV B B S C Fα β+ + + + +  （77） 
公式（77）中各项的物理意义见表 3。 

2.3  位能方程的推导 
2.3.1  计算 (4)θ ′×公式 ，求 tA ∂′∂

 
2

1 2 3 42
A t d d d d

t
γ θ∂ ⎛ ⎞′ ′∂ ∂ = = + + + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

5 6 7 8 ,d d d d+ + +                       （78） 

( )
1d

t

θ θ
γ θ
⎡ ⎤∂ +
⎢ ⎥′= −
⎢ ⎥∂
⎣ ⎦

%

,                （79） 

2 ,
   

u v u
x y x

d
v u v

y x y

θ θ θθ θ θ
γ

θ θ θθ θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′ ′+ + +⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟= − ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

%

%

 （80） 

表 2  α中尺度系统动能方程（54）中各项的物理意义 
Table 2  Physical meanings of individual items in the meso-α scale kinetic energy equation (54)

  项        物理意义 

K t∂ ∂%   α中尺度系统动能变率项 

Iα  1b  α中尺度系统惯性力做功项 

( ),K LT α  2 3 4 3[( ) ]b b b V V V V V′+ + = − + + ⋅∇% %  大尺度背景场向 α中尺度系统的动能转换项 

( , )KT α α  5 6 7 3[( ) ]b b b V V V V V′+ + = − + + ⋅∇% % %  α中尺度系统动能输送项 

( ),KT α β  8 9 10 3[( ) ]b b b V V V V V′ ′+ + = − + + ⋅∇% %  β中小尺度系统向 α中尺度系统的动能转换项 

Hα  11 12 13b b b+ +  α中尺度系统水平气压梯度力做功项 

Vα  14b  垂直方向扰动气压梯度力在 α中尺度系统垂直气流中的做功项 

( , )B α α  15b  α中尺度系统气团受到的浮力在 α中尺度系统垂直气流中的做功项 

( , )B β α  16b  β中小尺度系统气团受到的浮力在 α中尺度系统垂直气流中的做功项 

Sα  17b  空气的压缩效应 

Cα  18b  α中尺度系统地转偏向力做功项 

Fα  19 20 21b b b+ +  α中尺度系统摩擦力做功项 

 表 3  大尺度背景场动能方程（77）中各项的物理意义 
Table 3  Physical meanings of individual items in the large scale background field kinetic energy equation (77)

  项        物理意义 

K t∂ ∂   大尺度背景场动能变率项 

LI  1c  大尺度背景场惯性力做功项 

( , )K L LT  2 3 4 3[( ) ]c c c V V V V V′+ + = − + + ⋅∇%  大尺度背景场动能输送项 

( ),K LT α  5 6 7 3[( ) ]c c c V V V V V′+ + = − + + ⋅∇% %  α中尺度系统向大尺度背景场的动能转换项   

( ),K LT β  8 9 10 3[( ) ]c c c V V V V V′ ′+ + = − + + ⋅∇%  β中小尺度系统向大尺度背景场的动能转换项 

LH  11 12 13c c c+ +  大尺度背景场水平气压梯度力做功项 

LV  14c  垂直方向扰动气压梯度力在大尺度背景场垂直气流中的做功项 

( , )LB α  15c  α中尺度系统气团受到的浮力在大尺度背景场垂直气流中的做功项 

( , )LB β  16c  β中小尺度系统气团受到的浮力在大尺度背景场垂直气流中的做功项 

LS  17c  空气的压缩效应 

LC  18c  大尺度背景场地转偏向力做功项 

LF  19 20 21c c c+ +  大尺度背景场摩擦力做功项 
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3

   

u v u
x y x

d
v u v

y x y

θ θ θθ θ θ
γ

θ θ θθ θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟= − ⎜ ⎟∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′⎜ + + ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

% % %
%

% % %
%

,  （81） 

4 ,
   

u v u
x y x

d
v u v

y x y

θ θ θθ θ θ
γ

θ θ θθ θ θ

′ ′ ′∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′ ′⎜ ⎟∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

%

%
 （82） 

5d wgθ
θ
′⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,                       （83） 

6 ,d wgθ
θ
′⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
%                        （84） 

7 ,d w gθ
θ
′⎛ ⎞′= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
                       （85） 

( )8
0

,
pR c

p

pd Q Q Q
c p
θγ

⎛ ⎞′
′= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
%                     （86） 

其中，系数 ( )( ) 1g
z

θγ
θ

−∂= ∂ 。 

进一步化简方程（78），得到：

 
2

( , ) ( , )2 P L PA t P T T
t β β β α
γ θ∂ ⎛ ⎞′ ′∂ ∂ = = + + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )P LT B B B Dβ β β β α β β β− − − + .  （87） 
公式（87）中各项的物理意义见表 4。 

表 4  β中小尺度系统位能方程（87）中各项的物理意义 
Table 4  Physical meanings of individual items in the meso- 
micro-β scale potential energy equation (87) 

项        物理意义 
A t′∂ ∂   β中小尺度系统位能变率 

Pβ  1d  

β 中小尺度系统与大尺度背景场和 α 中尺度系统位能

之间的相互作用 

( , )P LT β  2d  大尺度背景场向 β中小尺度系统的位能转换项 

( , )PT β α  3d  α中尺度系统向 β中小尺度系统的位能转换项 

( , )PT β β  4d  β中小尺度系统位能的水平输送 

( , )LB β  5d  

β 中小尺度系统气团受到的浮力在大尺度背景场垂直

气流中的做功项 

( , )B β α  6d  

β 中小尺度系统气团受到的浮力在 α 中尺度系统垂直

气流中的做功项 

( , )B β β  7d  

β 中小尺度系统气团受到的浮力在 β 中小尺度系统垂

直气流中的做功项 
Dβ  8d  β中小尺度系统非绝热加热做功 

 
2.3.2  计算 (4)θ%×公式 ，求 A t∂ ∂%   

2
1 2 3 4 5 6 7 8 ,

2
A t e e e e e e e e

t
γ θ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ = = + + + + + + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

% %

（88） 

( )
1 ,e

t

θ θ
γ θ
⎡ ⎤′∂ +
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥∂
⎣ ⎦

%                    （89）

2 ,
   

u v u v
x y x y

e
u v

x y

θ θ θ θθ θ θ θ
γ

θ θθ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= − ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟′ ′+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

% % % %% %

% %
（90） 

3

   

u v u v
x y x y

e
u v

x y

θ θ θ θθ θ θ θ
γ

θ θθ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= − ⎜ ⎟∂ ∂′ ′⎜ + ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

% % % %
% % % %% %

% %
% %

,（91） 

4

u v u v
x y x y

e
u v

x y

θ θ θ θθ θ θ θ
γ

θ θθ θ

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟= −
′ ′⎜ ⎟∂ ∂′ ′+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

% % % %% %

% %
,（92） 

5e wgθ
θ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
,                          （93） 

6 ,e wgθ
θ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
%                           （94） 

7 ,e w gθ
θ
⎛ ⎞

′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
                          （95） 

( )8
0

pR c

p

pe Q Q Q
c p
θγ
⎛ ⎞

′= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
% .             （96） 

进一步化简方程（88），得到： 
2

( , ) ( , ) ( , )2 P L P PA t P T T T
t α α α α α β
γ θ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ = = + + + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

% %  

( , ) ( , ) ( , )LB B B Dα α α α β α− − + .      （97） 
公式（97）中各项的物理意义见表 5。 

表 5  α中尺度系统位能方程（97）中各项的物理意义 
Table 5  Physical meanings of individual items in the meso-α 
scale potential energy equation (97) 
 项        物理意义 

A t∂ ∂%  α中尺度系统位能变率 
Pα  1e α中尺度系统与大尺度背景场和 β中小尺度系统位能之

间的相互作用 

( , )P LT α 2e 大尺度背景场向 α中尺度系统的位能转换项 

( , )PT α α 3e α中尺度系统位能的水平输送 

( , )PT α β 4e β中小尺度系统向 α中尺度系统的位能转换项 

( , )LB α  5e α 中尺度系统气团受到的浮力在大尺度背景场垂直气

流中的做功项 

( , )B α α 6e α中尺度系统气团受到的浮力在 α中尺度系统垂直气流

中的做功项 

( , )B α β 7e α中尺度系统气团受到的浮力在 β中小尺度系统垂直气

流中的做功项 
Dα  8e α中尺度系统非绝热加热做功 
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2.3.3  计算 (4)θ× ，求 tA ∂∂  
2

1 2 3 4 52
A t f f f f f

t
γ θ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ = = + + + + +⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

6 7 8f f f+ + ,          （98） 

( )
1f t

θ θ
γ θ
⎡ ⎤′∂ +
⎢ ⎥= −

∂⎢ ⎥⎣ ⎦

%

,                   （99） 

2

u v u v
x y x y

f
u v

x y

θ θ θ θθ θ θ θ
γ

θ θθ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= − ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ′ ′ ⎥+
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

% %

,（100） 

3

u v u v
x y x y

f
u v

x y

θ θ θ θθ θ θ θ
γ

θ θθ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= −

⎢ ⎥∂ ∂′ ′+⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

% % % %
% %

% %
,（101） 

4 ,
u v u v

x y x y
f

u v
x y

θ θ θ θθ θ θ θ
γ

θ θθ θ

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= −
′ ′∂ ∂⎢ ⎥′ ′+⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

% %

 

（102）
 

  5f wgθ
θ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                        （103） 

  6 ,f wgθ
θ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

%                         （104） 

  7f w gθ
θ
⎛ ⎞

′= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,                        （105） 

  ( )8
0

pR c

p

pf Q Q Q
c p
θγ
⎛ ⎞

′= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

% .           （106） 

进一步化简方程（98），得到： 
2

( , ) ( , ) ( , )2 L P L L P L P LA t P T T T
t α β
γ θ∂ ⎛ ⎞∂ ∂ = = + + + −⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

 

( , ) ( , ) ( , )L L L L LB B B Dα β− − + .   （107） 

公式（107）中各项的物理意义见表 6。 

3  结论与讨论 
上述推导的三种尺度的动能方程和位能方程

比两种尺度的动能方程和位能方程复杂的多，所以

它们之间的相互作用或者能量转换过程也相对复

杂一些。动能方程中，除了与位能方程的转换项之

外，还包括动能之间的转换、水平气压梯度力做功、

垂直方向扰动气压梯度力做功、地转偏向力做功

项、摩擦力做功项以及空气的压缩效应。一般情况 

表 6  大尺度背景场位能方程（107）中各项的物理意义   
Table 6  Physical meanings of individual items in the large 
scale background field potential energy equation (107) 
 项        物理意义 

A t∂ ∂  大尺度背景场位能变率 

LP  1f 大尺度背景场与 α 中尺度系统和 β 中小尺度系统位能

之间的相互作用 

( , )P L LT 2f 大尺度背景场位能的水平输送 

( , )P LT α 3f α中尺度系统向大尺度背景场的位能转换项 

( , )P LT β 4f β中小尺度系统向大尺度背景场的位能转换项 

( , )L LB  5f 大尺度背景场气团受到的浮力在大尺度背景场垂直气

流中的做功项 

( , )LB α  6f 大尺度背景场气团受到的浮力在 α 中尺度系统垂直气

流中的做功项 

( , )LB β 7f 大尺度背景场气团受到的浮力在 β 中小尺度系统垂直

气流中的做功项 

LD  8f 大尺度背景场非绝热加热做功 

 
下，地转偏向力做功为零，但是地转偏向力的分量

做功不一定为零。空气的压缩效应项是指由于温度

的变化导致气压的变化，气压的变化会使得空气收

缩或者膨胀，这是扰动气压做功的另外一种形式。

各个尺度动能之间的能量转换主要是由各个尺度

的风速大小和风切变决定。位能方程中，除了与动

能方程的转换项之外，还包括位能之间的转换以及

非绝热加热所做的贡献。各个尺度位能之间的能量

转换主要是由于位温或温度的水平分布不均匀造

成的，在各个尺度风速的作用下发生温度平流。 
大尺度背景场、α 中尺度和 β 中小尺度系统能

量之间可以两两相互转换，比如 β中小尺度系统位

能除了可以把能量转化给 α中尺度系统位能和 β中
小尺度系统动能，还可以转化给大尺度背景场位

能、动能以及 α中尺度系统动能。其它尺度的动能

和位能也是如此。在暴雨过程中，水平和垂直速度

变大，动能增大，不同尺度的动能之间会发生正压

能量转换；非绝热加热过程是位能增大的主要来

源，位能向动能的斜压能量转换是暴雨发展的最重

要的条件，它们之间的能量转换大致如图 1 所示，

图中虚线表示三个尺度间动能和位能之间的能量

转换，实线表示的是动能之间的能量转换和位能之

间的能量转换。仔细对比动能方程和位能方程，方

程中都包含 BW 项（浮力做功项），当同一水平面

上出现正的温度扰动，就会受到向上的浮力，在向

上的垂直气流中浮力做功，将位能转换成动能，这

是暴雨发生发展的最重要的机制。其他项或多或少

都对暴雨的发展和消亡产生一定的作用，它们之间
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的能量是如何相互转化的，其中哪些项对暴雨发展

的贡献比较大，这些都有待后续的研究。 
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图 1  三种尺度动能和位能之间转换示意图 

Fig. 1 Energy conversions between kinetic energy and potential energy 

between three scales 


