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摘  要  AREM（Advanced Regional Eta-coordinate Model）对中国暴雨、台风等中尺度天气系统的模拟、预报能

力突出。但是伴随模式分辨率的提高，制约该模式发展的一个问题日渐突出，即“静力平衡近似”的约束。本文

通过对原静力平衡系统进行修正，引入高阶订正参数定义第三运动方程来构建该模式的非静力动力框架。我们基

于 Euler 原始方程组，有效结合原静力平衡模式的标准层结扣除及 IAP（Institute of Atmospheric Physics）变换方

法，推导出了球面余纬坐标下的非静力框架，并在 E 网格和 η坐标下进行了时空离散。采用时间两部分离技术进

行积分运算以提高计算效率，并通过“追赶法”结合迭代法计算声波。此框架可方便地继承静力平衡框架的特点，

最大限度地保留静力平衡框架的优势。理论推导和数值试验表明，当非静力框架退化为静力平衡框架后，方程形

式及其模拟结果一致。在文章第二部分将通过理想和实例试验检验非静力模式性能。 
关键词  AREM 模式  非静力动力框架  E 网格  ETA 坐标  IAP 变换 

文章编号  1006-9895(2018)06-1286-11         中图分类号  P456         文献标识码  A  
doi:10.3878/j.issn.1006-9895.1712.17200 

 
Design of Non-hydrostatic AREM Model and Its Numerical Simulation 

 Part I: Design of Non-hydrostatic Dynamic Core 
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Abstract  The Advanced Regional Eta-coordinate Model (AREM) is featured as a useful tool to simulate and 
forecast meso-scale systems such as torrential rainfall and typhoons in China. However, the hydrostatic approximation 
has curbed its further development, which is more and more noticeable with the increasingly high model resolution. In 
this paper, the authors present a non-hydrostatic extension to AREM through the consideration of higher-order 
correctness due to the vertical acceleration. The AREM non-hydrostatic dynamics employs a primitive Euler equation 
system of motion and effectively uses the deduction of standard stratification and IAP (Institute of Atmospheric 
Physics) transformation of the current hydrostatic model. Also, the non-hydrostatic version of AREM is formulated in 
the spherical colatitude-longitude mesh and discretized in the Arakawa-E grid and a vertical η coordinate system. The 
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prognostic equations are split into two parts, that is, the quasi-hydrostatic system and non-hydrostatic system, which 
facilitates efficient integration of the dynamic core. The sound wave associated with the non-hydrostatic system is 
calculated through the Thomas algorithm and iteration method. This approach to non-hydrostatic modeling is 
favorable for the preservation of advantages of hydrostatic AREM. The non-hydrostatic and hydrostatic frames agree 
well with each other in terms of governing equations and modeling results when the non-hydrostatic core is degraded 
to the hydrostatic one. In part II of this paper, the non-hydrostatic AREM will be verified through idealized and 
real-data numerical experiments. 
Keywords  AREM model, Non-hydrostatic dynamic core, E-grid, ETA coordinate, IAP transformation 

 

1  引言 
近些年，国内科研和业务中应用的中尺度模式

主要有国外引进的 WRF（Weather Research and 
Forecasting Model; Skamarock et al., 2005），我国自 
主 发 展 的 GRAPES （ Global and Regional 
Assimilation and PrEdiction System; 薛纪善和陈德

辉，2008）和 AREM（Advanced Regional Eta- 
coordinate Model; 宇如聪和徐幼平, 2004）。其中，

AREM 模式是一个由我国科学家自主设计和开发的

适合我国地形和气候特点且具有良好业务应用效果

的有限区域数值预报模式。AREM 模式根据我国暴

雨特点并吸收了国内和国际上一些中尺度模式的

长处，比如采用 η 坐标作为垂直坐标，抓住了东亚

区域的地形和暴雨特点（宇如聪, 1989）；充分考虑

暴雨模式中水汽等要素的强梯度分布特征，采用了

更有物理意义的水汽平流计算方案（Yu, 1994, 
1995）；避免了其他模式为了稳定运行而不得不进

行的强耗散和平滑处理等。利用该模式先后对青藏

高原背风气旋的生成发展、我国受地形影响最为典

型的暴雨现象—“雅安天漏”（宇如聪, 1992）、
“75.8”河南特大暴雨（蔡则怡和宇如聪, 1997）、
“98.7”武汉暴雨及“03.7”淮河暴雨（宇如聪等, 
2004）等作了成功的数值模拟。该模式也在原联参

气象水文空间天气总站、空军气象中心、二炮气象

中心、黄河水利委员会水文局、湖北、湖南等气象

中心业务化运行，取得了良好的经济、军事和社会

效益。 
随着人们对暴雨数值预报精度的要求越来越

高，AREM 模式也在不断发展和完善中。近些年，

该模式先后实现了并行计算功能（普业等, 2008），显

式云和降水预报功能（宇如聪和徐幼平, 2004），气象

资料四维变分同化功能（王斌和赵颖, 2005）等。当

前，AREM 模式已具有较细的模式分辨率、较高的

模块化程度、较先进的同化模块和物理过程，多年

科研和业务应用充分证实该模式对东亚区域暴雨

预报有优势（宇如聪, 1994; 史历, 2003; 宇如聪和

徐幼平, 2004; 倪允琪和周秀骥, 2004）。随着中尺度

模式分辨率不断提高，特别是模式水平网格距小于

5 km 时，就需要考虑大气非静力平衡特性。为此，

发展该模式的非静力框架势在必行。 
通常而言，中尺度非静力框架有两种构建方

法。其一、基于云模式创建，像 ARPS（Advanced 
Regional Prediction System）和 RAMS（Regional 
Atmospheric Modeling System）。ARPS 最初的开发

动机是进行时间尺度几小时、空间范围几百公里的

风暴尺度天气预警，但伴随其资料同化及分析系统

的建立和完善、物理过程的不断改进以及模式后处

理的开发，ARPS 逐渐成为一个区域数值预报模式

（Xue et al., 1995）。RAMS 则是云模式和中尺度模

式的结合，它继承了云模式小尺度动力过程的优秀计

算方法和微物理过程，以及中尺度模式模拟中尺度过

程的经验和陆面对大气的影响，当前已经扩展到半球

甚至全球的中尺度或大尺度天气系统模拟（Walko et 
al., 1995）。其二、基于静力框架扩建，由于数值天气

预报需要处理更大时空范围的运动，因此比对流云尺

度和风暴尺度的非静力模式设计难度更大，如在业务

环境中很难处理质量的不确定盈亏。另外，非静力动

力过程和数值计算可以在高层产生虚假运动，此时为

了解决该问题而强迫模式上层变量达到一个定常状

态对于数值天气预报并不合适（Janjic and Gerrity, 
2001）。因此，在静力平衡模式基础之上扩充非静力

功能便成为一些业务预报模式的选择。 
MM5 （ Pennsylvania State University-NCAR 

Mesoscale Model）的非静力版本（Dudhia, 1993）
构建出发点即要能与静力版本兼容和一致。一些计

算模块如水汽处理、平流、扩散、辐射、边界层、

陆面、对流参数化等经过很少改动即可在非静力模

式中得到使用。这种作法的优势在于能够尽可能地保

留静力平衡模式的优势，特别是在较大尺度非静力模
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拟之时。Dudhia（1993）对静力框架的修正主要包括：

其一、增加半隐式声波处理，替换气压—动量计算关

系；其二、增加垂直运动和气压扰动预报方程。 
同样，Janjic and Gerrity（2001）提出通过对静

力气压垂直坐标表达的静力近似进行松弛实现非

静力计算的方法，并成功应用于 WRF-NMM
（ Weather Research and Forecasting model- 
Nonhydrostatic Mesoscale Model）。Janjic and Gerrity
（2001）将模式方程组分为两部分，其一为静力系

统，其二即为由于引入垂直加速度而带来的高阶订

正。这种方案也能尽量保留静力平衡模式的优势，

还可以让我们清楚地知道非静力订正的具体影响

（什么地方存在影响、如何影响、影响到什么程

度）。另外，此方法简化了静力平衡和非静力模拟

的转换和比较，这对于统一的全球和区域预报系统

具有更大优势。赵滨（2008）沿用 Janjic and Gerrity
（2001）的方法建立了非静力全球谱模式，该设计

思想也是本文构造 AREM 非静力框架的重要参考。 
数值模式设计中垂直坐标的选择，Gallus and 

Klemp（2000）给出了考量方法，如使用最小的垂

直精度有效表达大气活动的垂直尺度与结构、适合于

地形处理、所要描述的现象能否被选用的垂直坐标更

好地刻画等方面。对于水平网格的选取，在中尺度大

气数值模拟中采用跳点 C 网格、半跳点 B 和 E 网格

效果更好（Sun, 1984; Mesinger, 1988; 宇如聪, 1994）；
但需要注意的是，也有模式仍然采用非跳点 A 网格，

并成功进行静力和非静力模拟（Wang, 2001, 2007）。 
对于中尺度数值模式而言，较高的水平和垂直

分辨率对稳定积分所需的时间步长要求严格，而且

为了更有效地处理重力外波和声波，模式时间积分

方案通常采用显式时间分离算法或隐式计算方法。

根据 Saito et al.（1998）的研究，相比于半隐式方

案，对于业务预报而言，显式分离方法更有效。 

2  非静力方程组 
2.1  基本动力方程组 
2.1.1  η坐标定义 

t
s s

s t

,
π π

η = σ η = η
π π

−
−

⋅             （1） 

其中， 

rf s t
s

rf b t

( )
= ,

( )
π z π

η
π z π

−
−

              （2） 

令 

2 s t

s

= ,
π π

P
η
−

              （3） 

则 

t
2

=
π π

η
P
−

.               （4） 

上述推导中， π表示静力气压， tπ 为模式顶气压，

sπ 为地面气压， rfπ 为参考气压， sz 表示地形高度，

bz 为参考高度。 
2.1.2  静力平衡方程推导 

由 

= ,Φ α
π

∂
∂

−                      （5） 

可得到： 

2 2= = ,Φ Φ RTP P
η π p

∂ ∂
∂ ∂

−        （6） 

其中，α为比容，T 为温度，p 表示实际气压，Φ表

示重力位势，R 表示干空气比气体常数。 
2.1.3  垂直动量方程推导 

对于薄层大气，我们有 
d ,
d
w p p p= α g αg g = g + g
t z Φ π

∂ ∂ ∂
− − = − − −

∂ ∂ ∂
  （7） 

其中，w 为垂直速度，z 表示位势高度，g 表示重力

加速度。 
定义高阶订正参数： 

  
1 d ,

d
wε=

g t                （8） 

则第三运动方程可写为 

1 .p = + ε
π

∂
∂

               （9） 

2.1.4  非静力连续方程 
d 1 d 1 ,
d d η
z Φ Φ Φw= = = + Φ+ η
t g t g t η

⎛ ⎞∂ ∂
⋅ ∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

&V （10） 

其中，V 表示水平风矢量。 
2.1.5  非静力框架下静力气压表达的连续方程推导 

对于任意的垂直坐标 s，Kasahara（1974）给出： 

0,s
s

zρs
z z sρ + ρ + =

t s s s

∂⎛ ⎞∂⎜ ⎟⎡ ∂ ∂ ⎤ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠∇ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

&

V （11） 

其中， ρ表示密度。在 η坐标下，（11）式表示为 

0.η

Φρη
ηΦ Φρ + ρ + =

t η η η

⎛ ⎞∂
∂⎜ ⎟∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠∇ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&

V （12） 

将 2/Φ η= P α∂ ∂ − 代入上式，可得 
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2 2
2 ( )( ) 0.η

P P η+ P + =
t η

∂ ∂
∇ ⋅

∂ ∂
&

V       （13） 

对上式进行积分，并注意垂向刚体边界，得到： 
2

21 ( )d .η
s

P = P η
t η

∂
− ∇ ⋅

∂ ∫ V          （14） 

同理可有 
2

2 2( )d .η
PP η= η P η
t

∂
− − ∇ ⋅

∂ ∫& V      （15） 

2.1.6  气压梯度力推导 

( )2 21z η η η η
p η ηp = p P z p + ε P Φ
π z Φ

∂ ∂ ∂
∇ ∇ − ∇ = ∇ − ∇

∂ ∂ ∂
 

( ) 1        1 ,η η= p + + ε Φ
α

∇ ∇             （16） 

由此可得水平动量方程为 

( )d 1 ,
d η η= + ε Φ α p f

t
− ∇ − ∇ − ×

V k V   （17） 

其中， f 为科氏参数。 
2.1.7  热力学方程推导 

假设为绝热情形，则有 
d d ,
d dp
T pc = α
t t

                    （18） 

即： 
d
dη η

p

T T α p T= T η + = T η +
t η c t η

∂ ∂ ∂
− ⋅∇ − − ⋅ ∇ −

∂ ∂ ∂
& &V V  

1 2( ),η
p p

α T αω= T η + ω +ω
c η c

∂
− ⋅ ∇ −

∂
&V     （19） 

其中，cp 表示比定压热容，下面对（19）式进行分

解计算。注意气压可写为如下形式： 

( ) ,p = p x, y,π x, y,z,t ,t⎡ ⎤⎣ ⎦            （20） 

则可得 

(1 ) .
tπ π

p p p π p π= + = + + ε
t t π t t t

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   （21） 

又由下述表达式： 

(1 ) ,p p π πη = η = η + ε
η π η η

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂
& & &          （21） 

可以得到： 
d (1 )
d π

p p p p πp
t t t tη η ε

η
∂ ∂ ∂ ∂

= + ⋅ ∇ + = + + +
∂ ∂ ∂ ∂

&V  

1 2(1 ) ,πpη η ε ω ω
η

∂
⋅∇ + + = +

∂
&V     （23） 

其中， 

1 (1 ) (1 ) ,η
π πω = + ε + p + η + ε
t η

∂ ∂
⋅∇

∂ ∂
&V    （24） 

2 .
π

pω =
t

∂
∂                          （25） 

1ω 还可以进一步变形为 

( )

1

2
2

2

(1 )

     (1 ) ( )d

     1 ( )d .

η

η η

η η

π πω = + ε + η + p
t η

π P= + ε η P η + p
t t

= p + ε P η

⎛ ⎞∂ ∂
⋅∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂
− − ∇ ⋅ ⋅∇⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⋅ ∇ − ∇ ⋅

∫

∫

& V

V V

V V

        

因此，热力学方程可以分解如下两部分： 

1

1
η η

p

αωT T= T η + = T
t η c

∂ ∂⎛ ⎞ − ⋅∇ − − ⋅∇ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
&V V  

( )2(1 ) d ,η η
p

T αη + p + ε P η
η c

∂ ⎡ ⎤⋅ ∇ − ∇ ⋅⎣ ⎦∂ ∫& V V  （27） 

2

2 π

.
p p

αωT α p= =
t c c t

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

               （28） 

2.1.8  高阶订正参数定义 
d 1 .
d η
w w wε= = + w+ η

g t g t η
⎛ ⎞∂ ∂

⋅ ∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
&V         （29） 

2.1.9  气体状态方程 

.RTα=
p                              （30） 

2.2  标准层结扣除及扰动方程组 

2.2.1  扣除假设 

为了减小大气动力方程组在数值计算中常出

现的“大项小差”而产生的计算误差，我们将保留

AREM 静力平衡框架的静力扣除思想，并在等压 
面引进标准层结近似。因为即使存在强对流    
时， /p z∂ ∂ 的静压部分约占其本身的 99%（廖洞贤

等，2008），因此我们可以认为实际气压与高度也

存在单调对应关系，可以使用 p 坐标进行扰动分析。 
设标准层结廓线为 

( ),
( ),

T = T p
Φ=Φ p

⎧⎪
⎨
⎪⎩

% %

% %
                          （31） 

其中，T%和Φ% 为标准层结温度和位势，并满足： 

(1 ) ,Φ Φ p ΦRT = p = p = + ε p
π p π p

∂ ∂ ∂ ∂
− − −

∂ ∂ ∂ ∂

% % %
% （32） 

令 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , , ' , , , ,

, , , ' , , , ,

T λ θ p t = T p +T λ θ p t

Φ λ θ p t =Φ p +Φ λ θ p t

⎧⎪
⎨
⎪⎩

%

%
   （33） 

其中，λ、θ分别表示经度和余纬（90°－纬度），T ′
和Φ′表示扰动温度和位势。得到 p 坐标下扰动形式

（26） 



    大    气    科    学 
Chinese Journal of Atmospheric Sciences

42 卷
Vol. 42

 

 

1290 

的静力平衡方程为 

(1 )  .ΦRT = + ε p
p

′∂′ −
∂

            （34） 

2.2.2  水平气压梯度力的变换 
z 坐标系下水平气压梯度力在 p 坐标系下可表

示为 
( )1 .z pα p = + ε Φ− ∇ − ∇            （35） 

在 p 坐标下进行气压梯度力的扰动分离，可得 

( ) ( )1 1  ,p p+ ε Φ= + ε Φ′− ∇ − ∇       （36） 

再将 p 坐标下扰动气压梯度力转换到 η坐标中可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1 1

11 1
1

1  .

p η η

η η

η η

Φ+ ε Φ = + ε Φ + + ε p
p

RT+ ε Φ + + ε p
p + ε

RT+ ε Φ p
p

′∂′ ′− ∇ − ∇ ∇
∂

′⎛ ⎞′= − ∇ − ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

′
′= − ∇ − ∇

  

基于上述推导，第一运动方程（即纬向风方程）只

有气压梯度力发生变换： 
1 1  ,
sin sin
+ ε Φ RT' p

a θ λ p a θ λ
′∂ ∂

− −
∂ ∂

        （38） 

其中， a表示地球半径。同理，第二运动方程（即

经向风方程）也只有气压梯度力发生变换： 
1 1 .+ ε Φ RT p

a θ p a θ
′ ′∂ ∂

− −
∂ ∂

             （39） 

2.2.3  垂直速度表达 

( )

2

1
sin

1
sin

1 .
sin

Φ+ΦΦ u Φ v Φw= + + + η
g t a θ λ a θ η

Φ u Φ v Φ Φ Φ= + + + η + η
g t a θ λ a θ η η

Φ u Φ v Φ Φ RT+ + + η P η
g t a θ λ a θ η p

⎛ ⎞′∂′ ′ ′∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

′ ′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

′ ′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

%
&

%
& &

%
& &

 

（40） 
2.2.4  热力学方程的变换 

热力学能量方程进行扰动分离后，可得 

( ) ( )1 2 1 2
d d ,
d dp p
T T RT RTc + c = ω +ω + ω +ω
t t p p

′ ′% %           

（41） 
整理后得 

( ) ( )1 2 1 2
d .
dp p
T RT T RTc = c ω +ω + ω +ω
t p p p
′ ′⎛ ⎞∂

−⎜ ⎟∂⎝ ⎠

% %
 

（42） 

考虑下述关系时，由于 ε为高阶小量，其以系数出

现时可以忽略，所以， 
2 1

1p p
p

RT T R T g TR c = c +
p p gp c + ε z

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
− ≈⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

% % % %
 

2 2

( ),p p d
p

R T g T R Tc + = c γ γ
gp c z gp

⎛ ⎞∂
−⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

% % %
%     （43） 

并令常定重力波速表达为 
2

2 ( ) d
R Tc = γ γ

g
−

%
% % ，                 （44） 

因此有 
2

.p p
RT T cR c = c
p p p

⎛ ⎞∂
−⎜ ⎟∂⎝ ⎠

% % %
             （45） 

最终得到扰动热力学方程为 
2

1 2 1 2
d ( ) ( ) .
d p

T c RT= ω +ω + ω +ω
t pR c p
′ ′%

   （46） 

2.3  IAP（Institute of Atmospheric Physics）变换及最

终方程组 
2.3.1  第一和第二运动方程 

令 
,
,

U = Pu
V = Pv

⎧
⎨
⎩

                        （47） 

对扰动形式的水平动量方程两边同乘以 P，经过整

理可得 

( )

1 1
sin 2 sin

1sin sin  
2 2 sin

U Uu U u=
t a θ λ λ a θ

+ ε PUv θ U v θ Uη U η
θ θ η η a θ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

& &

1 ctg2 cos ,
sin

Φ Π c p u θΩ θ+ V
λ p a θ λ a

′ ′∂ ∂ ⎛ ⎞− − ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

%
  （48） 

( )

1 1
sin 2 sin

1sin sin
2 2

V Vu V u=
t a θ λ λ a θ

+ ε PVv θ V v θ Vη V η
θ θ η η a

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

& &
 

1 ctg2 cos .Φ Π c p u θ+ Ω θ+ U
θ p a θ a

′ ′∂ ∂ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

%
    （49） 

其中，Ω表示地球旋转角速度， Π ′的表达式为 

.RΠ = PT
c

′ ′
%

                         （50） 

2.3.2  热力学方程 
对扰动形式热力学能量方程两端同乘以

（37） 
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/ %RP c ，经过整理可得 

1 1
sin 2 sin

sin sin   
2 2

Π Π u Π u=
t a θ λ λ a θ

Π v θ Π v θ Π η Π η
θ θ η η

′ ′ ′∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
′ ′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

& &

 

1 2 1 2( ) ( ) .
p

Pc RΠω +ω + ω +ω
p c p

′%
         （51） 

2.3.3  连续方程的三种形式 
经过 IAP变换后的微分和积分形式的连续方程

如下： 

( )2
1 1 sin 0,

2 sin

P ηP PU PV θ+ + + =
t P a θ λ θ η

⎡ ⎤∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

&
 

（52） 
1 1 1 sin d ,

2 sins

P PU PV θ= + η
t P η a θ λ θ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫  （53） 

2
2 1 sin d .

sin
P PU PV θP η= η + η
t a θ λ θ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫& （54） 

2.3.4  垂直速度定义 

令 
,

,
Θ = PΦ
Ζ = Pw

′ ′⎧
⎨
⎩

                           （55） 

可得 
1 1 1

sin 2 sin
Θ Θ u Θ uZ = + +

g t a θ λ λ a θ
′ ′ ′⎡∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟⎢ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣

 

3sin sin .
2 2

Θ v θ Θ v θ Θ η Θ η RT+ P η
θ θ η η p

⎤′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎦

%& &
& （56） 

2.3.5  高阶订正参数 
令 

,Η = Pε                               （57） 

可得 
1 1 1

sin 2 sin
Ζ Ζu Ζ uH = + +

g t a θ λ λ a θ
⎡∂ ∂ ∂⎛ ⎞− ⋅⎜ ⎟⎢ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣

 

sin sin .
2 2

Ζv θ Ζ v θ Ζη Ζ η+
θ θ η η

⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎦

& &
    （58） 

2.3.6  其他方程 
其他方程不受 IAP 变换影响，形式保持不变。

一并列举如下： 
气体状态方程： 

.RTα=
p                       （59） 

静力平衡方程： 
2 .Φ RT= P

η p
′ ′∂

−
∂

               （60） 

第三运动方程： 

1 .p = + ε
π

∂
∂

                  （61） 

垂直坐标定义： 

t
2

2 s t

s

,

.

π π
η=

P
π π

P =
η

−⎧
⎪⎪
⎨ −⎪
⎪⎩

               （62） 

垂直方向边界条件： 

s 0, 0.η= ηη | =&                  （63） 
经过上述推导，得到了非静力 AREM 动力方

程组，采用适当方案对其进行时空离散后，就可以

开展差分计算了。 

3  非静力方程组的时空离散 
3.1  非静力框架的空间离散 
3.1.1  变量空间分布及配置 

非静力 AREM 模式进行空间离散时依然采用

Arakawa-E 网格分布形式和 η坐标。在水平方向，除

了水平风场（ ,  U V ）分布在速度点（图 1 中“·”），

其余变量（ ,  ,  ,  ,  ,  w η Φ p Π ε′ ′& ）都分布在质量点（图

1 中“×”）。图 1 给出了变量的垂直分布形式。可

以看出，变量在垂直方向采用 Lorenz 跳点分布，其

图 1  模式变量分布形式。点号表示水平速度点，叉号表示质量点 

Fig. 1  The distribution of model variables. The dots denote horizontal velocity points, the cross denotes mass point 
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中， ,  ,  w η Φ′& 分布在界面层，而 ,  ,  ,  ,  ,  U V p Π ε ω′ 分

布在中间层。 
3.1.2  同与静力平衡框架计算项的处理 

从前述非静力方程组的推导及其与静力平衡方

程组的比较（详见第 5 节）可以看出，非静力和静力

平衡框架中有一些计算项是完全相同的，如水平平

流、垂直平流、质量散度及坐标垂直速度的计算等。

在选择相同网格分布和差分格式前提下，非静力框架

中上述方程项的计算可以采用静力平衡框架的离散

表达和处理方式（具体参见宇如聪，1992）。 
3.1.3  不同于静力平衡框架计算项的处理 

相比于静力平衡框架，非静力框架的第一、二

运动方程中气压梯度力形式不同，而热力学能量方

程中非平流项的处理存在差异；在本文中，我们将

采用二阶精度的中央差分格式对它们进行离散计

算。扰动静力平衡方程、扰动位势及垂直速度平流

项的计算将参考静力平衡框架的处理方法实现。 
3.2  非静力框架的时间分离及声波处理 
3.2.1  时间分离技术 

从前面的推导不难看出，热力学方程中定义了

ωα项（ d / dω= p t ， ( )p = p x, y,π ,t ），且ω可以分

解为 1 2ω +ω 的形式，并具有如下性质：当 0ε= 时，

1 d / dω = π t ，表达为静力平衡的形式；而此时

2 0ω = 。这说明 2ω 与非静力平衡特性紧密相关，当

取静力近似时， 2ω 便消失了，此时ω仅由 1ω 决定。 
通过上述分析说明， 1ω 和 2ω 具有不同的动力

性质。如果对两者分别进行求解，不但物理意义明

确，而且计算效率也能提高。正是根据这种计算思

路，我们沿袭 Janjic and Gerrity（2001）的做法，将

热力学方程分解为两部分，即与平流项和 1ω 相关的

第一分量 1 1( / ) ADVT t ω +∂ ∂ ← （ADV 表示平流

项），以及与 2ω 相关的第二分量 2 2( / )T t ω∂ ∂ ← 。再

根据ω、w 、ε的定义及扰动静力平衡关系，对 p 、

Φ' 、w 及 ε的计算进行相应分离。 
3.2.2  声波处理 

通过分析发现温度、位势、垂直速度及高阶订

正参数的第二分量方程共同组成了声波求解方程

组。该方程组可通过消元法进行求解，即通过消元

仅剩关于 p 的偏微分方程： 
2 s

2
1

1 1
1

1 1(1 ) d
(1 )

n
n

cR P T
R p p

η

η
κ η

κ
+

+

⎛ ⎞⎛ ⎞
′− − − =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

∫
%

 

( ) 2

1
2

11

1 (1 ) ,
n

n

pg t
P

ε
η

+

+

⎡ ⎤∂
Δ − +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

      （64） 

其中， / pR cκ = ，方程项包含下标“1”表示使用

第一分量的时间积分结果，即对应“准静力”过

程，而上标“n+1”表示整体时间积分结果，包含

“非静力”过程。 

我们定义
2

*
1

1(1 )np P ε
η

+∂
≡ +

∂
，其中 *p 满足

*
0|p ηπ == 。将此定义带入（64）式，可得 

2 2

s
2 1 1

12 1
1

(1 ) d
(1 )

n n

n

R c P PT
g R p p

η

η

κ η
κ

+ +

+

⎛ ⎞⎛ ⎞− ′− − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

%
 

2 2

1 *

1 1
2 ,

n

n n

p p
P Pt

η

+

+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥Δ
⎢ ⎥∂
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

        （65） 

对上式进行
η
∂

∂
运算，得 

( ) 2 22 1 1

12 1
1

1
(1 )

n n

n

R c P PT
g R p p

κ
κ

+ +

+

⎛ ⎞− ⎛ ⎞
′− − − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

%
 

2 2

1 *
2

1 1
2

2 .

n

n n

p p
P Pt

η

+

+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞
∂ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥Δ
⎢ ⎥∂
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

      （66） 

通 过 引 入 符 号 2

1

1
,

n

n

pΨ
P

+

+
≡ 2

*
*

1
,

n

pΨ
P +

≡  

2
1

1 1
,

n

pΨ
P +

≡
2

1
2

(1 )
( )

RT cΓ
g t

κ ′− −
≡

Δ
%

，可将上式简化为 

2 *
1

2
1

( ) 0.
Ψ ΨΨ Ψ Γ
ΨΨη

−∂ −
+ =

∂
     （67） 

再定义 * *
1,Χ Ψ Ψ D Ψ Ψ≡ − ≡ − ，得到： 

2
2 2

2 .Χ Χ Dγ γ
η

∂
− = −

∂
           （68） 

我们给定上边界固定，而下边界自由滑动，如

下表达： 

s

0| 0,

| 0.

Χ

Χ
η

η ηη

=

=

=⎧
⎪

∂⎨ =⎪ ∂⎩

                 （69） 

该方程可以通过迭代法在上述边界条件[公式（69）]
下得以求解。采用不等距差分格式对方程（68）进

行离散： 
1 1

2 2 21
1 1 1 1

1

1 ( 2 )
1 4( )
2

k k k k

k k
k k k k k k

k k

X X X X

X X X
η η

γ γ γ
η η

+ −

−
+ + − −

−

− −
−

Δ Δ
− + +

Δ + Δ
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 ( )2 2 2
1 1 1 1

1 2 ,
4 k k k k k kD D Dγ γ γ+ + − −= − + +        （70） 

其中， 1k k kη η η+Δ = − 。 
令 

( )

2
1

1

2

1

2
1

1 1

2 2 2
1 1 1 1

2 ,
( ) 4

2 ,
2

2 ,
( ) 4

1 2 ,
4

k
k

k k k

k
k

k k

k
k

k k k

k k k k k k k

a

b

c

d D D D

γ
η η η

γ
η η

γ
η η η

γ γ γ

+

−

−

−

− −

+ + − −

⎧
= −⎪ Δ Δ + Δ⎪

⎪
⎪ = +

Δ Δ⎪
⎨
⎪ = −⎪ Δ Δ + Δ
⎪
⎪

= + +⎪
⎩

     （71） 

则差分格式（70）简化为 

1 1 , 1,  2,  ,  1,k k k k k k ka X b X c X d k N+ −− + = − = −L  
（72） 

边界条件离散为 

0 10,   ,N NX X X −= =                    （73） 
联立（72）和（73）式即可利用追赶法求得气压方

程的数值解。 
3.2.3  时间积分方案 

AREM 是一个短期数值预报模式，因此其时间

积分方案的选择主要考虑稳定性和计算效率两方

面因素（宇如聪等，2004）。当前，AREM 非静力

框架时间积分方案的选择，仍沿用静力平衡框架的

处理方法，对适应过程采用 Mesinger（1977）的经

济格式进行计算，而对于平流、扩散过程则选择简

单的前差方案计算，声波通过追赶法和迭代法进行

求解。 

4  非静力框架计算实现 
4.1  计算流程设计 

非静力 AREM 积分流程的设计是以 AREM 静

力平衡版本模式为基础，并借鉴了 WRF-NMM 模

式的设计思想（Pyle et al., 2004）。在积分 AREM 非

静力框架时，我们将遵循以下规则： 
（1）初值和侧边界条件可满足静力平衡近似； 
（2）模式运行第一步为静力平衡运行，并得到

d / ( d )w= Φ g t ； 
（3）模式运行第二步仍然为静力平衡运行，并

得到 d / ( d )ε= w g t ； 
（4）第三步以后，进行非静力计算。 

4.2  非静力框架初始化及后处理 
当然，要实现非静力模式完整、正常运行，还

要具备初值处理和结果后处理功能。我们将继承

AREM 静力平衡模式初始化及后处理模块的相关

处理方法（宇如聪等，2004），从而闭合非静力模

式的计算过程，主要涉及物理常数与模式网格特性

定义、地形数据处理、阶梯地形构造、标准层结扣

除、模式变量 IAP 变换以及水平、垂直方向插值转

换等功能。 

5  非静力框架的静力平衡退化 

5.1  第一运动方程 
当 0ε= 时，静力平衡框架和非静力框架的第一

运 动 方 程 在 形 式 上 只 有 一 项 不 同 ， 即 ：

( / ) / ( sin )Π c p p a θ λ′− ⋅ ∂ ∂% ，当取静力近似时， p = π
（全气压即静力气压），并令 t( ) /S = π π π− ，则有 

t t

t

2 2

2

' 1 1
sin sin

( )1 ' 1 ( )  
sin sin

1 (ln )  .
sin sin

2

2

Π c p Π c π Π c=
p a θ λ π a θ λ π
π π π π SΠ c ηP
π π a θ λ ηP a θ λ

SΠ c P ScΠ P
P a θ λ a θ λ

′ ′∂ ∂
− − = − ⋅

∂ ∂

− ∂ − ∂
= − =

− ∂ ∂

′ ′∂ ∂
− = −

∂ ∂

% % %

%

% %

  

此时，非静力框架和静力平衡框架（参见宇如聪等

（2004）第二章第 18 页 2.68 式）的第一运动方程

完全一致。 
5.2  第二运动方程 

同理，对于第二运动方程，有 
21 (ln ).Π c p ScΠ P=

p a θ a θ
′ ′∂ ∂

− −
∂ ∂

% %
             （75） 

也可得到非静力框架和静力平衡框架（参见宇如聪

等（2004）第二章第 18 页 2.69 式）的第二运动方

程完全一致的结论。 
5.3  热力学方程 

通过比较发现静力平衡和非静力框架的热力

学方程差别仅仅反映在非平流项上。对于静力平衡

框架，此项表示为 
2 21 ln lnd .

sinxy
p

RΠ P PS c + D η+U +V
c P Pη a θ λ a θ

⎛ ⎞′ ⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

∫%

 

（76） 

而非静力框架下，此项表示为 

( ) ( )1 2 1 2 .
p

Pc RΠω +ω + ω +ω
p c p

′%
            （77） 

当取静力近似时，可得 

（74） 
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( )1 2

'

p

Pc RΠ+ ω +ω =
π c π

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
 

( )t t
1 2

t t

1 2

1

   .

'

p

'

p

π π π πPc RΠ+ ω +ω =
π π π π π π c

ω +ωRΠS c +
c P Pη

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%

%

 

注意此时， 2 0ω ≡ ， 0ε ≡ ，且 

1
1 sin d

sin
PU PV θω = + η+

a θ λ θ
∂ ∂⎛ ⎞− ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫  

2 2ln ln ,
sin

P PPη U +V
a θ λ a θ

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

                    （79） 

因此， 

( ) 1 2
1 2

0

1 1 sin  
sin

p p

p

Pc R RS c
c c P P

R PU PVS c
c P P a

η

ω ω
ω ω

π π η

θ
η θ λ θ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′ +Π Π
+ + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞′ ⎛Π ∂ ∂⎛ ⎞+ − + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠⎝⎝ ⎠

∫

%
%

%

2 2ln ln  d .
sin

P PU V
a a

η
θ λ θ

⎞∂ ∂
+ + ⎟∂ ∂ ⎠

        （80） 

又由 
1 sin ,

sinxy
PU PV θD = +

a θ λ θ
∂ ∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
       （81） 

所以，（80）式进一步写为 

( )1 2
p p

Pc RΠ RΠ+ ω +ω = S c +
π c π c P

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′
⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

%
%  

2 21 ln lnd .
sinxy

P PD η+U +V
Pη a θ λ a θ

⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫     （82） 

此时，非静力框架和静力平衡框架［参见宇如聪等

（2004）第二章第 18 页 2.70 式］的热力学方程完

全一致。 
5.4  静力平衡方程 

当取静力近似时， p = π，所以， 

2 .Φ RT ScΠ= P =
η π Pη

′ ′ ′∂
− −

∂
%

              （83） 

此时，非静力框架与静力平衡框架（参见宇如聪等

（2004）第二章第 18 页 2.72 式）下的扰动静力方

程完全一致。 
由前述，非静力框架与静力平衡框架下的连续

方程、状态方程形式也完全一致，因此在 0ε= 时，

非静力框架将退化为与原静力平衡框架一致的形

式。这时通过简单的“ ( )0,1ε 开关”即可实现非静

力与静力平衡框架的转换及比较。 
我们还设计了数值试验，来比较非静力框架退

化为静力平衡框架后与原静力平衡框架模拟结果

的差异。在此，模拟范围选为 161×81×32，分辨率

为 37 km，积分 24 h，不考虑地形和物理过程。对比

图 2  模式积分 24 h 的 500 hPa 风场矢量对比：（a）非静力退化为静力平衡框架（黑色箭头）、原静力平衡框架（彩色箭头）；（b）非静力框架（彩色

箭头） 

Fig. 2  Comparison of 24-hour simulations of 500-hPa wind vectors: (a) The hydrostatic core degraded from the non-hydrostatic one (black vectors), the 

original hydrostatic core (colored vectors), (b) the non-hydrostatic core (colored vectors) 

（78） 
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模拟结果（图 2a）可以发现，两框架给出的流型和

强度一致，微小的差别可能来自子程调用次序及数

组计算精度的调整。同时，我们还比较了非静力框 
架的计算结果（图 2b），可以发现，静力和非静力

框架模拟的低涡系统气旋式环流的分布相接近，同

时低涡东部存在明显反气旋式环流；相比而言，非

静力框架给出的反气旋环流中心位置更接近分析

场，而且气旋中心强度更强。主要差别在低涡系统

西北，静力平衡框架为反气旋式西南气流，而非静

力框架则为反气旋式西北气流，分析场则显示存在

着西北气流与西南气流的辐合。 

6  总结与结论 
AREM 非静力框架的构造和程序实现充分考

虑了原静力平衡框架的设计优势，也结合了国际上

主流非静力模式设计的成功经验。主要有以下特

点： 
（1）该非静力框架是通过对静力平衡近似进行

高阶松弛而建立的。与静力平衡框架相比，新发展

的非静力框架主要区别在于完善了第三运动方程，

定义了高阶订正参数和非静力连续方程。同时，水

平动量方程中气压梯度力发生变化，热力学能量方

程中非平流项发生变化。 
（2）设计 AREM 非静力框架时仍然较好地使用

了标准层结扣除和 IAP 变换，从而使静力平衡框架

和非静力框架之间的转换与比较更加便利，并减小

了由于两框架差别项过多而引起的计算困难。通 
过理论推导和模拟比对，可以发现：在静力近似下，

AREM 非静力框架退化为与原静力平衡框架一致

的形式。 
（3）AREM 非静力框架依然基于 η坐标和 E 网

格进行空间离散，变量水平分布类似于静力平衡模

式，但重新设计了变量的垂直交错分布形式。仍然

采用具有二阶精度的中央差分形式进行空间离散，

其中水平平流采用半格距差分形式。对于适应快过

程采用 Mesinger（1977）提出的经济格式，对于平

流和扩散过程采用前差格式进行积分计算。 
（4）基于对热力学方程非平流项的分析，采用

时间两部离散技术进行积分计算从而可以单独求

解声波，提高了模式运行效率。本文通过“追赶法”

及迭代法对声波进行解算。 
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