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摘　要　在非均匀分层下，目前 GRAPES（Global/Regional Assimilation and Prediction System）模式中使用的垂

直差分方案只能达到一阶精度。本文设计了一种适用于非均匀分层的二阶精度垂直差分方案，并将它应用于改

进 GRAPES模式动力框架的垂直离散化过程。一维廓线理想试验结果表明：二阶精度方案可以减少差分计算误

差，而这种改进的幅度相对于差分计算本身引起的误差来说仍然是比较小的。通过密度流试验对修改后的模式动

力框架进行测试，结果表明二阶方案可以保持模式动力框架的准确性和稳定性。进一步利用实际资料开展批量测

试，发现二阶方案可以降低模式高空要素场的预报误差，而且这种改进随着预报时间的延长变得更为明显。最后

选择一次典型的华南暴雨过程进行模拟，同样发现二阶精度方案对于 48小时之后的降水会有一定程度的改进。
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Abstract　 In  the  case  of  non-uniformly  distributed  layers,  the  vertical  difference  scheme  used  in  GRAPES
(Global/Regional  Assimilation  and  Prediction  System)  model  can  only  achieve  first-order  accuracy.  A  second-order
scheme was designed and introduced into the GRAPES model in order to be used in the process of vertical discretization.
An  ideal  test  using  the  1-D  profile  showed  that  the  new  scheme  can  improve  the  accuracy  of  difference  computation
obviously. An ideal density flow test was conducted to verify the correctness and stability of the new scheme in GRAPES
model.  A  statistical  evaluation  of  a  medium-range  forecast  using  the  second-order  scheme  showed  an  improvement  of
forecast skill in large-scale fields, especially for the forecast after 120 h. Additionally, the second-order scheme was tested
with  a  real-case  experiment  based  on  the  extreme  rainfall  at  South  China,  which  again  showed  an  improvement  in  the
forecast of precipitation after 48 h.
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1    引言

由于大气运动控制方程组是非线性的偏微分方

程组，数学上无法给出完全精确的解析解。在数值

天气预报模式通过将大气运动方程组进行离散化的

办法，来求得相应的数值解。差分法是数值预报模

式中常用的一种离散化方案，它用差商来代替微商，

把偏微分方程转化为差分方程，然后用代数方法求

解。在使用差分代替微分的过程中，必然会导致高

阶差分项被舍弃，从而不可避免的带来截断误差。

显然截断误差的大小（阶数）与所使用的差分格式

有关，通过构造具有高阶截断误差的差分格式，可

以有效地提高模式预报性能（王澄海等, 2011）。
受到复杂下垫面过程的影响，大气在边界层内

随高度的变化非常剧烈，而在中高层则受影响很小，

大气以平流运动为主。所以在数值预报模式的垂直

分层设计中，通常都采用低层密集（更精确的描述

边界层变化）而高层稀疏（节省计算量）的非均匀

分层方案。垂直方向的这种非均匀分层导致模式垂

直差分方案的设计会比水平差分更为复杂（Baer
and Ji,  1988; Bourchtein et al.,  2009）。在全球谱模

式中，利用较高精度的有限元方案来进行垂直离散

化已经成为一种主流趋势。Béland et al.（1983）基

于一个线性化的原始方程模式，分别将有限元方法

和有限差分法应用于垂直差分离散化过程，发现有

限元方案的计算精度高于有限差分方案。Steppeler
 （1988）将一种基于三次样条的 Galerkin方案应用

于 ECMWF（ European  Centre  for  Medium-Range
Weather Forecasts）谱模式的垂直离散化，发现对

高层的预报误差有较明显的改进。Simarro  and
Hortal（2012）也将有限元方案应用于垂直离散化。

为了解决非静力气压坐标模式中难以直接应用有限

元方案进行垂直离散化的问题，Yang et al.（2015）
提出了一种差分方案和有限元方案的混合方法。

Vivoda et al.（2018）也将有限元方案应用于ALADIN
 （AireLimitée  Adaptation  DynamiqueDéveloppement
International）模式，通过理想试验发现它与有限

差分方案相比确实具有更高的精度，实际个例试验

结果也表明新方案可以稍微改善原模式降水预报偏

弱的现象。

由于有限元方案很难应用于格点模式，所以目

前大多数格点模式仍然选择使用中央差分格式来进

行垂直离散化，其中包括英国气象局的 Unified模
式（Staniforth et al., 2006）、中国气象局的 GRAPES
模式（陈德辉等, 2008）以及 NCAR（the National
center for Atmospheric Research）开发的WRF（The
Weather  Research  and  Forecasting  Model） 模 式

 （Skamarock et al.,  2008）等。由于模式面在垂直

方向上的分布是非均匀的（低层密集而高层稀疏），

中央差分格式的截断误差只能达到一阶精度。de
Rivas（1972）针对非均匀网格，曾经提出过一种

具有二阶精度的差分格式，它有效地提高了水平变

网格模式中的差分计算精度。本文在借鉴该方案的

基础上，针对 GRAPES模式的垂直差分过程设计

了一种二阶精度方案来替代原来使用的中央差分格

式，目的在于将它的垂直差分计算精度从一阶提高

到二阶。第 2小节首先介绍非均匀网格下的二阶精

度差分方案，并将它应用于 GRAPES模式的离散

化预报方程。第 3小节先通过一维廓线理想试验来

验证二阶精度差分方案的效果，然后开展批量试验

和个例测试来进一步测试新方案对实际天气预报结

果的影响。最后在第 4小节进行总结和讨论。

2    公式推导

2.1    GRAPES 模式预报方程

在球坐标下，GRAPES模式预报方程可以转

化为如下形式（苏勇等, 2018）：

un+1 = (ξu1
1

acosφ
∂

∂λ
+ ξu2

1
a
∂

∂φ
+ ξu3

∂

∂ẑ
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（4）

Π
′n+1 = ξ∏1un+1+ ξ∏2vn+1+ ξ∏3ŵn+1+ ξ∏4

∂D3

∂ẑ
+A∏,
（5）(

un+1,vn+1, ŵn+1
)
, θ
′n+1,Π

′n+1其中， 分别表示第 n+1
步的三维风场、扰动位温和扰动无量纲气压预报值。
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λ,φ ẑ

ξx1, ξx2, ξx3(x = u,v, ŵ, θ′,Π′)

ξx0(x = u,v, ŵ, θ′,Π′)

D3

表示经、纬度坐标， 表示地形追随高度，

是各个方程中不随时间变

化的系数，而 是随时间变化的系

数。 表示模式面上的三维散度，A∏是与预报方

程时间离散化之后出现的相关项（表达式略）。

在对公式（1）至公式（5）中的偏微分项进行

垂直离散化的时候，目前在 GRAPES模式中使用

的是中央差分方案。由于 GRAPES模式在水平方

向使用的是准均匀的经纬网格，中央差分方案的截

断误差可以接近二阶精度。但是在垂直方向上，由

于模式分层具有明显的非均匀性，所以垂直差分的

计算误差只能达到一阶精度。

2.2    非均匀分层下两种差分格式的计算精度

Π′ ẑk如图 1所示，变量 在第 k层高度 附近的

Taylor级数展开为

Π′(ẑk +∆ẑk) = Π′(ẑk)+
∆ẑk

1!
∂Π′(ẑk)
∂ẑ

+

∆ẑ2
k

2!
∂2Π′(ẑk)
∂ẑ2 +

∆ẑ3
k

3!
∂3Π′(ẑk)
∂ẑ3 + · · · , （6）

或者

Π′(ẑk −∆ẑk−1) = Π′(ẑk)− ∆ẑk−1
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∂Π′(ẑk)
∂ẑ

+

∆ẑ2
k−1
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∂2Π′(ẑk)
∂ẑ2 −

∆ẑ3
k−1
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∂3Π′(ẑk)
∂ẑ3 + · · · , （7）

将公式（6）减去公式（7），得

Π′(ẑk +∆ẑk)−Π′(ẑk −∆ẑk−1)
∆ẑk +∆ẑk−1

=

∂Π′(ẑk)
∂ẑ

+
(∆ẑk −∆ẑk−1)

2
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(∆ẑ2
k −∆ẑk∆ẑk−1+∆ẑ2

k−1)
6

∂3Π′(ẑk)
∂ẑ3 + · · ·

, （8）

∂Π′(ẑk)/∂ẑ

只保留公式（8）右端的第一项，即取一阶导数，

的差分计算近似为

∂Π′(ẑk)
∂ẑ

=
Π′(ẑk +∆ẑk)−Π′(ẑk −∆ẑk−1)

∆ẑk +∆ẑk−1
. （9）

∆ẑk = ∆ẑk−1

O(∆ẑ2)

∆ẑk , ∆ẑk−1 O(∆ẑ)

∆ẑk −∆ẑk−1

由公式（9）可以看出，如果 为均匀

网格分布，其截断误差为 ，其差分计算精度

达二阶精度；如果 ，其截断误差为 ，

其差分计算精度只达一阶精度。另外从公式（9）
也可以看出，中央差分格式的截断误差与垂直分层

的平滑性（即相邻垂直层厚度之差： ）

成正比，因此为了减少模式计算误差，它要求模式

的垂直分层保持平缓变化的特征（Staniforth et al.,
2006）。

∆ẑk/∆ẑk−1× ∆ẑk−1/∆ẑk×若将 公式（6）减去 公式

 （7），得

1
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∆ẑk
− ∆ẑk
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或者

1
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（11）

∂Π′(ẑk)/∂ẑ

只保留公式（11）右端的第一项，取一阶导数，

的差分计算近似为

∂Π′(ẑk)
∂ẑ

=
1
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∆ẑk−1
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∆ẑk
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Π′图 1    在非均匀分层下变量 的垂直差分计算示意图

Π′Fig. 1    Schematic  diagram showing the vertical  difference of  under

non-uniformly distributed layers 
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∆ẑk = ∆ẑk−1 ∆ẑk ,

∆ẑk−1 O(∆x2)

从公式（10）和公式（11）可以看出，不管均

匀垂直分层 或者非均匀垂直分层

，其截断误差均为 ，而且它与模式垂直

分层的平滑性无关。因此，在 GRAPES模式中的

垂直非均匀分层情况下，使用公式（12）对公式

 （1）至公式（5）中的垂直偏微分项进行离散化，

便可以使差分截断误差达到二阶精度。需要特别指

出的是，新方案在提高计算精度的同时，不需要增

加额外的计算量，这使得它在业务化应用方面具有

较好的可行性。

3    试验和结果分析

3.1    一维廓线理想试验

Π′

在非均匀垂直分层情况下，通过一维廓线理想

试验对一阶精度差分格式 [公式（9）]与二阶精度

差分格式 [公式（12）]的计算结果进行比较，验

证新方案对垂直差分计算的改进效果。首先构造两

条无量纲扰动气压 的一维垂直廓线：（1）廓线

1，在垂直方向上具有 200层，而且每一层的垂直

厚度均为 56  m；（ 2）廓线 2，按照 Wood  et
al.（2014）提出的非均匀垂直分层方案，将廓线 1
进行垂直稀疏化，得到垂直方向只有 32层的廓线。

∂Π′/∂ẑ

由于廓线 1在垂直方向上均匀分层的，使用中

央差分格式来计算 ，便可以达到二阶精度，

而且它的分层非常密集，相应的垂直差分截断误差

也就会非常小（截断误差与相邻垂直层厚度的二次

方成正比），因此可以用它的计算结果作为参考标

准，来评估低垂直分辨率下非均匀分层廓线 2的差

∂Π′/∂ẑ

∂Π′/∂ẑ

分计算误差。从图 2a可以看出，在第 10层以下

的值变化幅度较大，介于−2～6之间，而在

高层其值基本接近于 0。和廓线 1的计算结果（黑

色线）相比，两种差分方案计算的廓线 2差分计算

误差（红色线和绿色线）在低层都比较明显。从绝

对误差来看（图 2b），使用二阶精度差分格式以

后，在第 10层以下的改进效果比较明显，差分计

算误差平均每层减少约 0.1左右。考虑到在低层两

种差分方案本身的误差较大，特别是在第一层和第

二层达到了 0.7左右，所以二阶精度方案带来的改

进相对于绝对误差本身来说仍然是比较小的。对于

高层两种方案的计算误差区别很小，这一方面与高

层 的值本身很小有关，另一方面也与高层的

模式垂直层厚度变化比较平缓有关。

3.2    二阶精度差分方案在 GRAPES 模式中的应用

3.2.1    动力框架的测试 1：密度流试验

将二阶精度差分格式 [公式（12）]代替原来

的一阶精度差分格式 [公式（ 9） ]，应用于

GRAPES模式预报方程组 [公式（ 1）至公式

 （5）]中垂直差分项的离散化过程。首先通过密

度流理想试验（Straka et al., 1993）来验证修改后

模式动力框架的正确性和稳定性。在过去的密度流

试验中，垂直方向都是在均匀分层的情况下开展的。

考虑到两种差分方案在均匀分层的情况下并无差别，

所以将本文使用的密度流试验的垂直分层改为非均

匀分层（Wood et al.,  2014）。模拟过程中水平网

格距设为 100 m，时间步长为 0.1 s，积分时间为

900 s，不考虑地形的影响。

 

 

∂Π′/∂ẑ图 2    （a）两种方案计算的 DPIDZ( ）与标准解比较；（b）两种差分格式计算的 DPIDZ绝对误差。其中 test-200L是使用廓线 1计

算得到的标准解，test-1rd是廓线 2使用一阶精度差分格式的计算结果，test-2rd是廓线 2使用二阶精度差分格式的计算结果。单位：m−1

∂Π′/∂ẑFig. 2    (a)  Comparison  of  DPIDZ  ( )  computed  using  two  schemes  with  standard  solution;(b)  absolute  errors  of  DPIDZ  for  two  different

schemes.  Test-200L  is  the  standard  solution  computed  with  profile-1,  while  test-1rd  and  test-2rd  are  computed  using  first-order  and  second-order

schemes respectively for profile-2. Units: m−1
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图 3a给出了积分 300 s时一阶精度差分方案

计算得到的温度扰动场分布，此时冷泡已经接近下

边界，第一个涡旋生成。图 3c是对应的二阶精度

差分方案预报结果，可以看出两者非常接近。至积

分 600 s时，两者的结果同样很一致（图 3b，d）。
这说明两种差分方案均能合理的模拟出“冷泡”的

下沉过程，新引入的二阶精度差分方案能够保证

GRAPES模式动力框架的正确性和稳定性。

3.2.2    动力框架的测试 2：地形重力波试验

为了进一步验证新方案的正确性和稳定性，进

一步利用二阶精度模式开展地形重力波试验

 （Smith, 1980）。本文在地形重力波试验中使用的

参数基本参考了薛纪善等（2008）的设置，其中水

平分辨率为 400  m，但是垂直分辨率采用了与

3.2.1节的密度流试验一致的非均匀分层方案。从

图 4可以看出，新方案成功地模拟出水平方向非静

力平衡气流越过地形以后形成的地形波波列，以及

垂直方向呈“倾斜结构”的非静力平衡流。本试验

再次说明二阶精度方案在GRAPES模式中的适用性。

3.2.3    不同差分方案对高空要素场预报误差的影响

选取 2017年 7月 15～30日进行为期半个月的

批量实验，进一步测试二阶精度差分方案对

GRAPES模式实际预报误差的影响。本次测试一

共进行了 15次预报，每次预报 168小时（7天），

起报时间均为每日 00时（协调世界时，下同）。

预报中模式使用了如下物理过程：SAS对流参数

化方案、MRF边界层参数化方案、WSM6微物理

方案、RRTMG长短辐射方案以及 SLAB陆面过程。

 

 

图 3    位温扰动场（单位：°C）：（a）积分 300 s时一阶精度方案的计算结果；（b）积分 600 s时一阶精度方案计算结果；（c）积分 300 s

时二阶精度方案计算结果；（d）积分 600 s时二阶精度方案计算结果

Fig. 3    The perturbed potential temperature field (units: °C): (a) Result of first-order scheme after integrating 300 s; (b) result of first-order scheme

after integrating 600 s; (c) result of second-order scheme after integrating 300 s; (d) result of second-order scheme after integrating 600 s 

5 期 徐道生等：非均匀分层下的二阶精度垂直差分方案及其在 GRAPES模式中的应用

No. 5 XU Daosheng et al. A Vertical Second-Order Difference Scheme for Non-uniformly Distributed Layers ... 979



模式分辨率为 3 km，模拟区域为（16°N～31.36°N，
96.0°E～123.36°E），时间步长为 60 s，垂直层数

为 65层。模拟的初边界条件由 0.125°分辨率的

ECMWF分析场和预报场提供。

从图 3可以看出，在前 120小时内两种差分方

案预报误差的差别并不明显，而在 120～168小时

期间各个要素的预报误差都有所下降，特别是高度

场（图 5a）和 v 分量风场（图 5d）误差减少较为

明显。这说明在二阶精度差分方案对于前 5天之内

的预报改善不是很明显，但是对于更长时间的预报

则有比较明显的正贡献，特别是表现在模式高层，

这与 Steppeler（1988）的评估结果是一致的。从前

面 3.1节一维廓线理想试验中已经发现，二阶精度

方案对差分计算误差的改进相对于其绝对误差来说

幅度是比较小的，所以在实际预报过程中它的改进

效应需要经过较长时间的累积才能在要素场的预报

误差中体现出来。总体来说，二阶精度差分方案的

预报效果会优于一阶精度差分方案，而这种优势会

随着预报时间的延长而变得更加明显。

3.3    不同差分方案对一次华南暴雨预报的影响

2017年 5月 6～9日，华南地区发生了一次极

端暖区暴雨过程，造成了严重的经济损失，而业务

数值预报模式对这次降水的预报效果都较差，特别

是对广州地区的降水存在明显的漏报现象（伍志方

等, 2018; 田付友等, 2018; 傅佩玲等, 2018)。分别使

用一阶精度和二阶精度垂直差分方案对这次暴雨过

程进行模拟，试验中模式的水平网格距为 3 km，

其它设置与 3.2节一致。模拟时段从 5月 6日 12

时开始，到 9日 12时结束。

在 6日 12时至 7日 12时，实况降水中心位于

广州地区，量级达到 70 mm以上，广西境内的降

水以小到中雨为主（图 6a1）。模式对于广州附近

的强降水中心的预报明显偏弱，对广西境内的降水

预报则偏强，而且两种垂直差分方案的模拟结果差

别非常小（图 6a2，a3）。对于第 24～48小时的降

水模拟，两种方案的预报效果同样很不理想（图 6b1−
b3），但是在广州地区二阶精度差分方案模拟的降

水强度要比一阶精度方案更强一些。8日 12时以

后，降水呈带状分布，一个中心位于粤西沿海地区，

降水强度达到 50 mm以上，另一个降水中心位于

粤东和福建地区，降水强度在 20 mm左右（图 6c1）。
模式对雨带的位置预报都明显偏北，其中一阶精度

差分方案模拟的降水中心仍然位于广州地区，强度

在 20 mm以上（图 6c2），而二阶精度方案能够模

拟出粤西和粤东两个降水中心，并且粤西地区的降

水中心达到 50 mm以上，与实况更为吻合（图 6c3）。
选择两种方案第 48小时的温度预报场进行比较

 （图 7），可以看出利用二阶精度方案进行预报时，

雨带（位于 23.2°N附近）后方低空冷池的温度要

比一阶精度方案预报偏低 4 K左右。而在冷池前方

的暖区，二阶方案预报的温度要偏高 1度左右，这

就是使得该地区的低空锋区温度差异变得更明显，

有利于对流辐合运动的加强。这是导致二阶方案预

报中降水加强的主要原因。

总之，二阶精度差分方案对于这次华南暴雨

前 48小时预报的影响较小，对于 48～72小时的降

 

 

图 4    模式积分 2 h后的重力波结构图（单位：m s−1）：（a）2 km高度上的垂直速度水平分布；（b）沿 y=30 km垂直速度的垂直剖面结构

Fig. 4    The simulated topographic gravity wave after integrating 2 h (units: m s−1): (a) Horizontal distribution of vertical speed at a height of 2 km; (b)

vertical cross section of vertical speed along y=30 km 
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水则有一定程度的改进，其中对强降水中心预报偏

弱现象的改进与 Vivoda et al.（2018）的研究结果

是比较一致的。同时本试验也再次表明，新方案的

优势需要通过较长时间的累积才能体现出来。

4    总结

本文针对非均匀垂直分层的情况，将一种具有

二阶精度截断误差的差分方案引入到 GRAPES模

式的垂直差分过程中，并通过一系列的试验对新方

案的效果进行了测试。主要得到以下几点结论:
 （1）一维廓线理想试验表明，二阶精度方案

的计算误差相对于一阶方案会有所减少，但是减少

的幅度相对于差分计算绝对误差来说仍然是比较小的。

 （2）非均匀分层下的密度流试验结果表明，

二阶精度垂直差分方案不会破坏 GRAPES模式动

力框架的准确性和稳定性。

 （3）从批量试验的评估结果可以证明二阶精

度方案下，模式高空要素场的预报误差会有所下降，

而且随着预报时间的延长这种改进会更加明显。

 （4）选取一次华南暴雨过程测试两种差分方

案的效果，同样发现经过一段时间的积分以后，二

阶方案预报的降水会与实况更加吻合。

总之，本文通过将一种二阶精度垂直差分方案

应用于 GRAPES模式，在不增加额外计算量的情

 

 

图 5    两种方案下各预报变量 RMSEs垂直廓线之差异（二阶方案减去一阶方案，由 2017年 7月 15～30日期间的 15次预报结果平均后得

到，Fcst表示向前预报时间）：（a）高度场（单位：m）；（b）温度场（单位：K）；（c）u 分量风场（单位：m s−1）；（d）v 分量风

场（单位：m s−1）。

Fig. 5    The difference of the RMSEs vertical profiles between two different schemes (second-order scheme minus first-order scheme, averaged for the

15 forecasts from 15 Jul to 30 Jul 2017, Fcst means the forecast time): (a) Height (units: m); (b) temperature (units: K); (c) u-component wind (units:

m s−1); (d)v-component wind (units: m s−1) 
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况下，对模式预报效果取得了一定程度的改进。在

下一步的工作中，我们将通过更长时间的批量试验

来进一步测试新方案的效果，并将它投入到实际业

务应用，同时也会考虑设计具有更高精度的垂直差

分方案。
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