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摘要：垂直运动在天气系统（尤其是中小尺度系统）发生发展过程中有极其重

要的作用，本文回顾并小结了大气垂直运动方程的研究进展。在质量守恒前提

下，垂直运动可由连续方程积分计算得到，这个算法需要准确计算散度，不容

易实现。基于大气绝热假设的绝热法，由于与实际天气过程热力变化有较大差

别，计算的垂直运动也不准确。垂直运动的诊断与天气系统尺度有关。大尺度

系统以涡旋运动为主，满足准水平，不必要过多考虑浮力和风切作用。因此，

出现了准地转条件的垂直运动方程，且在大尺度运动中应用较好。中尺度系统

运动中，辐合辐散运动与旋转运动同等重要，垂直运动不能忽略，垂直运动方

程在形式上要复杂一些，但其强迫项仍是由涵差的涡度平流及温度平流的拉普

拉斯所构成，本质与大尺度系统中的𝜔方程没有太大差别。小尺度强风暴运动

以辐合辐散为主，浮力及风切起着主导作用，其垂直运动方程要复杂得多。但

是，由于任何小尺度强对流系统都是在大中尺度背景下发生的，所以背景场强

迫的垂直运动仍然存在，完整的垂直运动应考虑不同天气尺度系统调整产生的

垂直速度，应联立垂直运动方程组进行计算。本文提出的多效应的新型垂直运

动方程，可以较为准确地实现强对流运动中的垂直速度的诊断。  
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Abatract：This article reviews and summarizes the research progress of atmospheric 

equation of vertical motion, as it plays a vital role in the occurrence and development 

of weather systems (especially of the small and medium-scale systems). Conservation 

of mass, the vertical motion can be calculated by the integration of continuity equation, 

but this algorithm requires accurate calculation of divergence, which is difficult to 

implement. The adiabatic method to calculate vertical motion is not accurate either 

because the based assumption of adiabatic internal changes in atmosphere does not 

agree to the thermal variations in real atmosphere. The diagnosis of vertical motion is 

related to the atmospheric scales, while the large-scale system is dominated by vortex 

motion and meets the quasi-horizontal motion, not to mention the little consideration 

of buoyancy as well as wind shear effect. For that reason, the vertical motion equation 

which takes account of the first law of thermodynamics, the atmospheric state equation, 

hydrostatic equilibrium and quasi-geostrophic condition is preferably applied in large-

scale motion.   

The equation of vertical motion is more complicated in a meso-scale system due 

to the equally importance between the convergent or divergent motion as well as the 

rotational motion. Likewise, the vertical motion cannot be ignored. But the forcing term 

is still composed by the vorticity advection variation with height and the Laplace of 

temperature advection, thus it essentially has little distinction with the ω equation in a 
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large-scale system. Convergent and divergent motion are predominant in a strong small-

scale storm motion, with the buoyancy and wind shear playing the leading role, and the 

equation of vertical motion is much more complicated. However, the vertical motion 

forced by the background field still exists since none of the strong small-scale 

convective systems can occur in its isolation from the large or medium-scale 

background field. Thus the complete vertical motion should consider the vertical 

velocity generated by the adjustment of weather systems with different scales, namely, 

the combination of the vertical motion equations should be conducted for the 

calculation. The new equation of vertical motion with multiple effects can make the 

diagnostic analysis on the vertical velocity more precise in a strong convective system 

with small scale.  

Key Words：Synoptic system，Vertical motion，Research progress，New vertical  

motion equation   

 

前言  

大气运动方程中有一个难以直接测量的量，就是大气的垂直运动。与水平

风速直接可以测量不同，垂直风速至今没有好的仪器可以直接测量而得到，都

是用不同的诊断手段来计算获得。由于诊断方程是在不同条件下获得的，所以

不同诊断方程计算出来的垂直运动的值并不完全相同，难以确信哪个诊断结果

是正确的。大气中的垂直运动十分重要，是引起大气变化的最重要因素之一。

在大尺度运动中，它可以调节准地转平衡，调节湿度场与温度场之间的配合。

在中尺度运动中，它可把水汽输送到高层，在不同层次上使水汽发生相态变化

而成云致雨。在小尺度运动中，它可以维持小尺度系统运动的生命史，使旋转

系统得以继续维持或使重力波系统得以传播。所以，要发展一个较为全面而准

确的垂直运动的诊断方程尤为重要。为此，本文通过梳理垂直运动方程的研究

进展，可使我们更清楚地认识垂直运动计算与诊断的研究过程所存在的进步与

不足，为推导更为客观全面的垂直运动方程提供新的方法和思路。  

因为垂直运动在天气变化中有着重要的作用，所以它的计算与诊断很早就

受到重视与关注。早在上世纪 50 年代就有科学家从事垂直运动观测及诊断研究。

Panofsky（1951）探讨了大尺度垂直运动的诊断；Miller et al.（1953）研究了大
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尺度垂直运动和天气变化的关系。Battan（1964）和 O’Neill (1966）研究了了垂

直运动与降水的关系；Lsteef（1967）则是给出了对流层内垂直运动与涡度及散

度的关系；Bullock et al.（1969）研究了大气能量场中垂直运动的重要作用， 

Trenberth（1978）讨论了诊断型准地转ω方程的解释，认为对流层中部的上升

运动产生与热成风引起的涡度平流发生气旋性旋转有关；O’Brien（1970）进

行了垂直运动的求解，Smith （1971）通过运动学方法计算垂直运动，还比较了

由运动学方法计算的垂直运动与用ω方程诊断的垂直运动之间的差别（Smith 

and Lin，1978）；Dunn（1991）分析了垂直运动的演变特征；Durran（1987）开

始探讨天气尺度的垂直运动在业务预报中的诊断应用；Holton（1979）给出准

地转条件下垂直运动的诊断关系，Hoskins and Draghici（1977）及 Hoskins（1978）

对垂直运动诊断方程还给出了新的表达方法；Hoskins（1977）指出了非地转的

垂直运动强迫；Nieman（1990）进一步给出了非地转垂直运动的诊断关系；

Pauley（1988）和 Pauley et al.（1992）在提出非地转垂直运动计算方法基础上，

还进行了准地转垂直运动与非地转垂直运动之间的比较。Chew et al.（1985）研

究了垂直运动与热成风平衡之间的关系；Barnes（1985）通过弱强迫对流探究

了 ω 方程的诊断；Tintore（1990）从中尺度动力学角度讨论了垂直运动发展；

Viudez and Tintore（1996）进一步讨论了广义ω方程的性质。后来， Mathur and 

Brill（1999）分析中尺度模式中倾斜垂直运动演变特征时指出，湿大气中对称

不稳定能量释放会激发出强上升运动。赵瑞星和陶诗言（1990）在比较三种求

解ω场的模式时也指出，在进行中尺度垂直运动诊断时，最好用中尺度的ω诊

断方法而不是非线性和非绝热的ω诊断方法。所有这些研究都加深了对大气垂

直运动的认识及其重要作用的理解。为清晰分析垂直运动研究的历史与现状做

出了贡献，也为本文分析垂直垂直运动计算的发展及对不同尺度进行垂直运动

诊断提供了明确线索。  

本文结构安排如下：第一节为连续方程计算法垂直运动，第二节为绝热法，

第三节为静力平衡条件下垂直运动计算，第四节为大尺度准地转条件下的垂直

运动计算，第五节为中尺度系统中垂直运动的计算，第六节为小尺度强风暴中

的垂直运动的诊断与计算，第七节为新型垂直运动诊断方程及联立方程组介绍，

最后给出结论和讨论。 
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一、由连续方程计算垂直运动 

气象分析惯用气压坐标系，在这个坐标系中，连续性方程变得简单

（Dutton，1976），可写为 

∇𝐻.𝑉⃗ +
𝜕𝜔

𝜕p
= 0                                                                                                 (1) 

对连续性方程进行积分，则有 

ω(𝑥, 𝑦, p) − ω(𝑥, 𝑦, p∗) = −∫ ∇𝐻.
p

p∗ 𝑉⃗ 𝑑p′                                                      (2)    

这里𝑝∗是地表气压。𝑝∗ = 𝑝0(𝑥, 𝑦)，𝑝′是积分哑变量，于是有 

    ω(𝑥, 𝑦, p) = ω(𝑥, 𝑦, 𝑝0) + ∫ ∇𝐻.
𝑝0

𝑝
𝑉⃗ 𝑑p′                                                       (3) 

这种对垂直运动的计算一直被气象学者所使用。但因为  

ω(𝑝0) =
𝑑𝑝

𝑑𝑡
|𝑧=0 = (

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑉⃗ ∙ ∇p) = 0                                                            (4) 

如果没有坡度，地球表面的速度 u，v，w 一定是零。于是有  

    ω(𝑥, 𝑦, p) =
𝜕𝑝

𝜕𝑡
|𝑧=0 + ∫ ∇𝐻.

𝑝0

𝑝
𝑉⃗ 𝑑p′                                                                 (5)   

这种垂直运动的算法有一个明显的缺点在于，必须准确地计算水平散度，

而从观测资料中准确计算水平散度极其困难，因为这种计算十分敏感于风速和

风向的微小变化。如果地表不平坦，有山或斜坡，就更没法准确计算了。 

二、垂直运动的绝热算法 

通常，大尺度运动在大气内部认为是绝热的。这种前提又给垂直运动的计

算提供了一种方法（Dutton,1976），即利用 

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗ ∙ ∇ℎ𝜃 + 𝑤
𝜕𝜃

𝜕𝑧
=0                                                                              (6) 

由（6）式可得 w 为 

   𝑤 = −

𝑑𝜃

𝑑𝑡
−

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+𝑉⃗⃗ 

ℎ
∙𝛻
ℎ
𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑧

                                                                                                 (7) 

由于绝热假定，所以
𝑑𝜃

𝜕𝑡
= 0，于是有 

   𝑤𝑖 =
−

𝜕𝜃

𝜕𝑡
−𝑉𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∙𝛻

ℎ
𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑧

                                                                                                    (8) 

𝑤𝑖代表绝热或者等熵条件下的垂直运动。 

但完整的垂直运动应为  
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𝑤 = 𝑤𝑖 +

𝑑𝜃

𝜕𝑡
𝜕𝜃

𝜕𝑧

⁄ += 𝑤𝑖 + 𝑤𝑑                                                                                 (9) 

𝑤𝑑 =

𝑑𝜃

𝜕𝑡
𝜕𝜃

𝜕𝑧

⁄ ，通常情况下是𝑤𝑑 ≪ 𝑤𝑖，但在水汽凝结后，在风暴区及锋区也经常

是非绝热的，在这些地区有着较大的热量交换，𝑤𝑑不再是小量。绝热法对垂直

运动的计算有较大误差。  

以上两种对垂直运动的算法都是从单一方程出发并在一定假定条件下求得。

通过连续性方程对垂直运动的算法是假定了质量守恒，这在干空气中是成立的，

但在湿空气中由于水汽凝结产生云滴或雨滴，会由水滴的下落而引起质量的不

守恒，使该算法在这些水汽凝结区出现明显偏差。同样，绝热算法用了绝热假

定，在水汽凝结区热量交换较大的风暴区也不适用。在研究垂直运动计算的过

程中，人们逐渐认识到垂直运动的计算具有复杂性。首先，在大气运动方程组

里，垂直运动分别出现在不同方程里，比如大气动量方程中有垂直运动，连续

性方程中有垂直运动，同时热力方程中也有垂直运动。从数学求解的角度看，

既然三个方程中都有垂直运动，就应三个方程联立通过消元法或其他手段共同

求出垂直运动，这样垂直运动才会满足三个方程，出现一致的协调性。用单一

方程求解有明显缺陷。另一方面，学者们也逐渐认识到大气运动是有不同尺度

运动的区分，有大尺度运动、中尺度及小尺度，甚至有微尺度运动。不同尺度

下，大气方程组又具有不同的简化形式，从这个角度看不需要求得统一的垂直

运动，而是针对不同运动尺度求解不同运动尺度下对应的垂直运动方程。正是

有了这样的认识，Dutton（1976）首先在静力平衡假定条件下来求解垂直运动，

他认为大中尺度运动都是满足静力平衡的，在静力平衡条件下求解垂直运动就

会有广泛的适用性。  

三、静力平衡条件下垂直运动计算 

由热力学第一定律可知 

c𝑣
𝑑𝑇

𝜕𝑡
+ p

𝑑𝛼

𝑑𝑡
= 𝑇

𝑑𝑠

𝑑𝑡
                                                                                  (10) 

利用状态方程p = ρRT及静力平衡方程
𝜕p

𝜕𝑧
= −ρg，则(10)式可写为 

        
𝜕p

𝜕𝑡
+ 𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗ ∙ ∇p − wρg −
𝐶𝑃

𝐶𝑉

𝑃

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
=

𝑝

𝐶𝑉

𝑑𝑠

𝑑𝑡
                                                    (11) 
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再利用连续性方程
1

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+ ∇ ∙ 𝑉⃗ = 0，(11)式变为 

𝜕p

𝜕𝑡
+ 𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗ ∙ ∇p − wρg +
𝐶𝑃

𝐶𝑉
p (∇𝐻 ∙ 𝑉⃗ +

𝜕w

𝜕𝑧
) =

𝑝

𝐶𝑉

𝑑𝑠

𝑑𝑡
                                  (12) 

由静力平衡条件
𝜕p

𝜕𝑧
= −ρg，则气压可以求得 

 p = ∫ ρgdz
∞

𝑧
                                                                                                (13) 

这里认为在大气层顶气压为零。 

对（13）式进行时间微分得 

𝜕p

𝜕𝑡
= ∫ g

𝜕ρ

𝜕𝑡
dz

∞

𝑧
= −∫ g(∇. 𝜌𝑉⃗ )dz = −∫ g(∇𝐻. 𝜌𝑉⃗ )dz

∞

𝑧
+ gρW 

∞

𝑧
           (14)  

在大气层顶，有条件 ρW = 0，于是方程（12）可写为 

𝜕w

𝜕𝑧
= −∇𝐻. 𝑉⃗ +

𝐶𝑣

𝐶p

1

𝑝
(∫ 𝑔∇𝐻 ∙ 𝜌𝑉⃗ 

∞

𝑧
𝑑𝑧′ − 𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗ ∙ ∇𝑝 +
𝑝

𝐶𝑉

𝑑𝑠

𝑑𝑡
)                           (15) 

如果认定在下边界𝑤𝑧=0 = 0,则(15)可写为 

w = ∫ [−∇𝐻. 𝑉⃗ +
𝐶𝑣

𝐶p

1

𝑝
(∫ 𝑔∇ ∙ 𝜌𝑉⃗ 

∞

𝑧′ 𝑑𝑧′′ − 𝑉𝐻
⃗⃗ ⃗⃗ ∙ ∇𝑝 +

𝑝

𝐶𝑉

𝑑𝑠

𝑑𝑡
)] 𝑑𝑧′𝑧

0
               （16） 

方程（16）是在静力平衡条件下的垂直运动表达式。 

四、大尺度准地转条件下的垂直运动  

大尺度运动过程中，静力平衡始终保持成立。当我们引入地转位势𝜙之后，

其定义为𝜙 = ∫ 𝑔𝑑𝑧
𝑧

0
。由状态方程知𝛼 =

𝑅𝑇

𝑝
。于是有𝑑𝜙 = −(

𝑅𝑇

𝑝
)𝑑𝑝。这样可得

到静力方程为 

𝜕𝜙

𝜕𝑝
= −𝛼                                                                                                      （17） 

由热力学第一定律知 

𝐶𝑝
𝑑𝑇

𝑑𝑡
− 𝛼

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝑄̇                                                                                        （18） 

对（18）式两边同除以温度𝑇，则有 

𝐶𝑝
𝑑𝑙𝑛𝑇

𝑑𝑡
− 𝑅

𝑑𝑙𝑛𝑝

𝑑𝑡
=

𝑄̇

𝑇
                                                                                   （19） 

则（19）式可写为 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
−

𝑅𝑇

𝐶𝑝𝑝

𝑑𝑝

𝑑𝑡
=

𝑄̇

𝐶𝑝
                                                                                          （20） 

因为
𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝜔，（20）式可进一步写为 
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(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
) − 𝑆𝑝𝜔 =

𝑄̇

𝐶𝑝
                                                                   （21） 

这里𝑆𝑝 = −𝑇
𝜕𝑙𝑛𝜃

𝜕𝑝
，利用（17）式，则（21）式可进而写为 

𝜕

𝜕𝑡
(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) + 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) − 𝜎𝜔 =

𝛼

𝐶𝑝

𝑑𝑆

𝑑𝑡
                                （22） 

这里
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝑄̇

𝑇
，𝜎 = −

𝛼

𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑝
，𝜃是位温。 

利用地转风近似有 

𝑢
𝜕

𝜕𝑥
(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) + 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) = 𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
)                                                 （23）  

在绝热条件下，（22）式可进而写为 

𝜕

𝜕𝑡
(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) = −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) + 𝜎𝜔                                                               （24） 

气压坐标系中的涡度方程可写为 

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −𝑉⃗ ⋅ 𝛻(𝜁 + 𝑓) − 𝜔

𝜕𝜁

𝜕𝑝
− (𝜁 + 𝑓)𝛻 ⋅ 𝑉⃗ + (

𝜕𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝜔

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑝

𝜕𝜔

𝜕𝑥
)                 （25） 

利用地转风近似平流项中的实际风，并忽略相对的小量𝜔及含𝜔的项，则（25）

式可近似为 

𝜕𝜁𝑔

𝜕𝑡
= −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(𝜁𝑔 + 𝑓) − 𝑓0𝛻 ⋅ 𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗                                                               （26） 

这里𝜁𝑔 = 𝛻2𝜙/𝑓0，因为𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ = 𝑘⃗ × 𝛻𝜙/𝑓0，又由于𝛻 ⋅ 𝑉𝐻
⃗⃗ ⃗⃗ = −

𝜕𝜔

𝜕𝑝
，则准地转涡度

方程可写为 

𝜕𝜁𝑔

𝜕𝑡
= −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(𝜁𝑔 + 𝑓) + 𝑓0

𝜕𝜔

𝜕𝑝
                                                                   （27） 

定义地转位势倾向为𝜒 =
𝜕𝜙

𝜕𝑡
，由（24）式知  

𝜕𝜒

𝜕𝑝
= −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(

𝜕𝜙

𝜕𝑝
) − 𝜎𝜔                                                                            （28） 

把𝜒 =
𝜕𝜙

𝜕𝑡
代入（27）式后有 

𝛻2𝜒 = −𝑓0𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(
1

𝑓0
𝛻2𝜙 + 𝑓) + 𝑓0

2 𝜕𝜔

𝜕𝑝
                                                    （29） 

对（28）式取拉普拉斯运算，则有 

𝛻2 𝜕𝜒

𝜕𝑝
= −𝛻2[𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(

𝜕𝜙

𝜕𝑝
)] − 𝜎𝛻2𝜔                                                          （30） 

这里的𝜎认为是常数。 

对（29）式对𝑝进行微分，则有 
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𝜕

𝜕𝑝
(𝛻2𝜒) = −𝑓0

𝜕

𝜕𝑝
[𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(

1

𝑓0
𝛻2𝜙 + 𝑓)] + 𝑓0

2 𝜕2𝜔

𝜕𝑝2                                   （31） 

从（30）式及（31）式中可消去𝜒，则可得 

(𝛻2 +
𝑓0

2

𝜎

𝜕2

𝜕𝑝2)𝜔 =
𝑓0

𝜎

𝜕

𝜕𝑝
[𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(

1

𝑓0
𝛻2𝜙 + 𝑓)] +

1

𝜎
𝛻2[𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻(−

𝜕𝜙

𝜕𝑝
)]            （32） 

方程（32）就是诊断准地转条件下的𝜔方程（Holton，1979）。虽然此𝜔方程在

大学教科书教学及实际天气预报中有广泛应用，但必须看到它也还存在的几方

面不足。其一就是关于稳定度参数𝜎。如果遇到𝜎 ≤ 0，则整个方程对𝜔的计算

失效（Yuan et al., 2014），因此，在中性区及不稳定区，𝜔计算不出来。在水平

面上会出现𝜔的不连续，这些区域不可能得到水平层次上𝜔的光滑分布。其二是

𝜔方程右边两项都涉及到 4阶导数微分，这在利用离散格点资料计算时会带来很

明显的误差， 𝜔本来就比较小，有时甚至会出现误差大于真值的情况，导致计

算失败（Yuan et al., 2014；Dunn, 1991）。其三是诊断𝜔方程中的右侧两项会出现

相互抵消的现象，这样计算出来的𝜔在 500hPa 上会出现值很小的现象，这与物

理上估计 500 hPa 左右的𝜔应达到最大明显矛盾。从物理上分析，应是地表𝜔为

零，在对流层顶的𝜔也应近似于零（因有对流层顶的存在）。而 500hPa 附近𝜔应

为最大值，可用此𝜔方程进行诊断时，由于方程右侧项的相互抵消作用而使大

气中层 500 hPa 附近的𝜔近乎于零（Yuan et al., 2014）。得出较准确的𝜔方程，应

选用如下推导过程。  

在准地转假定下，热力学方程在绝热条件可写为  

𝜕θ

𝜕𝑡
= −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻ℎ𝜃 − 𝑤

𝑑𝜃

𝑑𝑧
                                                                               （33） 

𝜃就是扰动位温。涡度方程可写为  

𝜕

𝜕𝑡
(𝜁𝑔 + 𝑓) = −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻ℎ(𝜁 + 𝑓) + 𝑓

𝜕𝑤

𝜕𝑧
                                                       （34） 

这里实际上利用了包辛尼斯克近似。 

由静力平衡
𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌0𝑔，可知扰动气压为 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=

𝜌0

𝜃
𝜃𝑔                                                                                                  （35） 

这里𝑝与𝜃分别为扰动气压和扰动位温。𝜌0是参数密度为常数且𝜁𝑔可写为 

𝜁𝑔 =
𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑦
=

1

𝜌0𝑓
𝛻ℎ

2𝑝                                                                         （36） 

利用（35）及（36）式可把（33）式（34）式改写为 
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𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

𝜃

𝜌0𝑔

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑝

𝜕𝑡
                                                                                             （37） 

𝜕𝜁𝑔

𝜕𝑡
=

1

𝜌0𝑓
𝛻ℎ

2 𝜕𝑝

𝜕𝑡
                                                                                        （38） 

利用（37）与（38）式，对（33）式进行
𝑔

𝑓𝜃
𝛻2运算，并对（34）进行

𝜕

𝜕𝑧
运算，

运算后两式相减，便可消去气压倾向而得 

𝛻ℎ
2𝑤 +

𝑓2

𝑁2

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2 =
𝑔

𝜃𝑁2
𝛻ℎ

2(−𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻ℎ𝜃) −
𝑓

𝑁2

𝜕

𝜕𝑧
(−𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻ℎ𝜁)                       （39） 

这就是在𝑧坐标系中准地转条件下的𝜔方程（Holton and Hakim，2013）。利用和

约定法则，有𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻𝜃 = 𝑢𝑔𝑖
𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑖
，于是（39）式可写为 

𝐿
~

𝑤 =
𝑔

𝜃𝑁2

𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(−𝑉𝑔𝑗

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
) −

𝑓

𝑁2

𝜕

𝜕𝑥3
(−𝑉𝑔𝑗

𝜕𝜁

𝜕𝑥𝑗
)                                    （40） 

这里𝑧 = 𝑥3, 𝑖, 𝑗取值为 1 和 2，并且𝐿
~

= 𝛻ℎ
2 +

𝑓2

𝑁2

𝜕2

𝜕𝑧2。 

进而，有  

𝐿
~

𝑤 =
𝑔

𝜃𝑁2

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(−

𝜕𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
− 𝑉𝑔𝑗

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
) −

𝑓

𝑁2 (−
𝜕𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥3

𝜕𝜁

𝜕𝑥𝑗
− 𝑉𝑔𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜁

𝜕𝑥3
)       （41） 

从地转涡度定义𝜁𝑔 =
1

𝜌0𝑓

𝜕2𝑝

𝜕𝑥𝑖
2及静力平衡公式

1

𝜌0

𝜕𝑝

𝜕𝑥3
=

𝑔

𝜃
𝜃，可发现

𝜕𝜁

𝜕𝑥3
=

𝑔

𝑓𝜃

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖
2，

这里𝜁𝑔被𝜁来代替作为高度近似。（41）式可写为  

𝐿̃𝑤 =
𝑔

𝜃̄𝑁2 (−
𝜕2𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖
2

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
− 2

𝜕𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
− 𝑉𝑔𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖
2) +

𝑓

𝑁2 (
𝜕𝑉𝑔𝑖

𝜕𝑥3

𝜕𝜁

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑉𝑔𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝑔

𝑓𝜃

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖
2)                                                                           

（42） 

从（42）式可以看到，由于𝑓、𝜃和 g 均不是 xj的函数，可以从微分中提出来，

再展开括号并把括号前的系数乘进去，则方程右侧两括号中的最后一项大小相

等，符号相反，是相消的，（42）可写为： 

𝐿̃𝑤 =
𝑔

𝜃̄𝑁2 (−
𝜕2𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖
2

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
− 2

𝜕𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
) +

𝑓

𝑁2

𝜕𝑉𝑔𝑖

𝜕𝑥3

𝜕𝜁

𝜕𝑥𝑗
                                    （43） 

利用一致性关系（读者可证） 

𝑔

𝜃𝑁2

𝜕2𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖
2

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
=

𝑓

𝑁2

𝜕𝑉𝑔𝑖

𝜕𝑥3

𝜕𝜁

𝜕𝑥𝑗
                                                                           （44） 

则知（43）可进而写为 

𝐿
~

𝑤 = −2
𝑔

𝑁2𝜃
(
𝜕𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
) = 2𝛻ℎ ⋅ 𝑄⃗                                                            （45） 

这里𝑄⃗ = −
𝑔

𝑁2𝜃

𝜕𝑉𝑔𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑥𝑗
为𝑄⃗ 矢量，且 
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𝑄⃗ = −
𝑔

𝑁2𝜃
(𝑄1, 𝑄2) = −

𝑔

𝑁2𝜃
(
𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦
) 

或  

𝑄⃗ = −
𝑔

𝑁2𝜃
(
𝜕𝑉𝑔⃗⃗ ⃗⃗ 

𝜕𝑥
⋅ 𝛻ℎ𝜃,

𝜕𝑉𝑔⃗⃗ ⃗⃗ 

𝜕𝑦
⋅ 𝛻ℎ𝜃)                                                                   （46） 

利用（44）去代替（41）的第一项，则进而有 

𝐿
~

𝑤 = 2
𝑓

𝑁2

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥3

𝜕𝜁

𝜕𝑥𝑖
+ 𝐸                                                                             （47） 

这里𝐸 = −2
𝑔

𝜃𝑁2

𝜕𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖

𝜕2𝜃

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
是变形。注意到

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝑥3
是热成风则（47）式可写为 

𝐿
~

𝑤 = −
2

𝑁2 [−𝑉𝑇
⃗⃗⃗⃗ ⋅ 𝛻ℎ(𝑓𝜁𝑔)] + 𝐸                                                          （48）    

这里𝑉𝑇
⃗⃗⃗⃗ 是热成风。方程（48）是准地转𝜔方程的 Sutcliffe 形式。Sutcliffe 是准转

理论的奠基者，他最早提出基于准地转理论的𝜔方程对大尺度准地转运动的垂

直运动进行诊断是有效的（Sutcliffe, 1947），但由于传统的𝜔方程右侧的强迫项

不是 Galilean 不变量，且强迫项的两项有相互抵消作用，所以实际用起来比较

麻烦。对垂直运动的诊断最好用𝑄矢量形式表达𝜔方程的强迫项，因为在𝑄矢量

强迫项中，不含有相互抵消作用的部分，且表达形式简单，容易计算且计算较

准确。 

五、中尺度系统中垂直运动的计算  

中尺度系统的特点是，在垂直方向它仍然满足静力平衡，但垂直运动速度

要比大尺度系统中的垂直速度大一个量级。因此，在简化运动方程时，要适当

保留含有垂直运动的项，而不像大尺度运动系统中那样，含垂直运动的项被略

掉了。同时，中尺度系统中，除涡度旋转表现明显外，辐散辐合作用也很明显。

所以，在中尺度垂直运动方程中，既要考虑涡度的作用也要考虑散度的作用。

基于以上这些考虑，下面进一步推证中尺度系统中的垂直运动方程。 

在 P 坐标系中，绝热无摩擦条件下的垂直涡度方程可写为 

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −(𝑢

𝜕𝜁

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜁

𝜕𝑦
) − 𝜔

𝜕𝜁

𝜕𝑝
+ (

𝜕𝜔

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑝
−

𝜕𝜔

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑝
) − (𝑓 + 𝜁)(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)       （49） 

对大尺度运动，涡度的量级为10−5/𝑠，而散度的量级为10−6/𝑠，加之垂直运动

只有厘米量级，所以涡度方程被简化为 

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −(𝑢

𝜕𝜁

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝜁

𝜕𝑦
) − 𝑣

𝜕𝑓

𝜕𝑦
− 𝑓(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)                                               （50） 

然而在中尺度运动系统中，涡度的量级为10−4/𝑠，散度的量级也达到10−4/𝑠，
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且
𝜕𝑤

𝜕𝑧
~10−4/𝑠，所以中尺度系统中的垂直涡度方程可简化如下：                          

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= −𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝛻𝐻𝜁 − 𝜔
𝜕𝜁

𝜕𝑝
+ (

𝜕𝜔

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑝
−

𝜕𝜔

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑝
) − (𝑓 + 𝜁)(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)             （51） 

对中尺度系统，除连续性方程外，水平平流仍可用地转风来代替实际风。因

此，垂直涡度𝜁 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
也可用地转风来代替，使得𝜁可表示为𝜁𝑔 =

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑦
，

于是（51）式可写为  

𝛻𝑝
2

𝑓

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻𝐻𝜁𝑔 − 𝜔

𝜕𝜁𝑔

𝜕𝑝
+ (

𝜕𝜔

𝜕𝑦

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑝
−

𝜕𝜔

𝜕𝑥

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑝
) + (𝑓 + 𝜁𝑔)

𝜕𝜔

𝜕𝑝
              （52） 

这里利用了连续性方程
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −

𝜕𝜔

𝜕𝑝
，及𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ = −

1

𝑓
𝛻𝑝𝜙 × 𝑘⃗ ，𝜙是位势高度，绝

热条件下的热流量方程可写为（朱乾根等，2000）  

𝜕

𝜕𝑝

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻𝐻

𝜕𝜙

𝜕𝑝
= −𝜎𝜔                                                                          （53） 

这里𝜎 = −
𝑅𝑇

𝜃𝑝

𝜕𝜃

𝜕𝑝
为静力稳定度。  

对公式（52）和（53）做运算操作𝑓
𝜕

𝜕𝑝
(52) − 𝛻2(53)，则有  

[(𝑓2 + 𝑓𝜁𝑔)
𝜕2

𝜕𝑝2 + 𝜎𝛻𝐻
2] 𝜔 − 𝑓

𝜕2𝜁𝑔

𝜕𝑝2 𝜔 + 𝑓
𝜕

𝜕𝑝
(
𝜕𝜔

𝜕𝑦

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑝
−

𝜕𝜔

𝜕𝑥

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑝
)   

                 = 𝑓
𝜕

𝜕𝑝
[𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻𝐻𝜁𝑔] − 𝛻𝐻

2[𝑉𝑔⃗⃗  ⃗ ⋅ 𝛻𝐻
𝜕𝜙

𝜕𝑝
]                            （54） 

方程（54）是适合于进行中尺度系统垂直运动诊断的方程。如果不用地转风𝑉𝑔⃗⃗  ⃗

去代替实际风，利用方程（51）和热流量方程  

𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑉𝐻

⃗⃗ ⃗⃗ ⋅ 𝛻𝐻𝑇 − (
𝜎𝑝

𝑅
)𝜔 = 0                                                                   （55） 

则可得到广义𝜔方程（Krishnamuri, 1968；Pauley and Nieman, 1992；𝑅𝑎̈is𝑎̈nen, 

1995）如下： 

𝛻2(𝜎𝜔) + 𝑓(𝜁 + 𝑓)
𝜕2𝜔

𝜕𝑝2
− 𝑓

𝜕2𝜁

𝜕𝑝2
𝜔 + 𝑓

𝜕

𝜕𝑝
[𝑘⃗ ⋅ (

𝜕𝑉⃗ 

𝜕𝑝
∧ 𝛻𝜔)] =         

                𝑓
𝜕

𝜕𝑝
[𝑉⃗ ⋅ 𝛻(𝜁 + 𝑓)] +

𝑅

𝑝
𝛻2(𝑉⃗ ⋅ 𝛻𝑇) + 𝑓

𝜕

𝜕𝑝
(
𝜕𝜁

𝜕𝑡
) +

𝑅

𝑝
𝛻2(

𝜕𝑇

𝜕𝑡
)                               （56） 

对比方程（56）与方程（54），便可知道在方程（54）中是用准地转涡度𝜁𝑔代替

实际涡度，且在平流项中用地转风来代替实际风。而在方程（56）中用的是实

际涡度和实际的风。且与方程（54）相比，方程（56）右侧多的两项为𝑓
𝜕

𝜕𝑝
(
𝜕𝜁

𝜕𝑡
)
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与
𝑅

𝑝
𝛻2(

𝜕𝑇

𝜕𝑡
)。方程（56）可作为中尺度系统的垂直运动诊断方程，但方程中含

𝜕𝜁

𝜕𝑡

与
𝜕𝑇

𝜕𝑡
的时间导数项，在用实际资料计算时也难以算准。因为时间导数项的大小

严格依赖于时间步长的大小，取的时间步长不同，会得到明显不同的计算结果，

也造成对垂直运动诊断的误差。正因这个原因，由于方程（54）相对比较简便，

造成的误差也不一定大，用其诊断中尺度的垂直运动，可实现较好的诊断效果。  

六、小尺度强风暴中的垂直运动的诊断与计算 

小尺度强风暴系统中的垂直运动主要受浮力作用及风切变的影响。依据

Bluestein（2013）的做法是把小尺度系统认定为与科氏力无关的系统，且在短

暂瞬间可认为定常流场。 

𝑑𝑉⃗⃗ 

𝑑𝑡
⋅ 𝑑𝑟 = 𝛻(

1

2
𝑉⃗ ⋅ 𝑉⃗ ) ⋅ 𝑑𝑟 + [(𝛻𝛬𝑉⃗ )𝛬𝑉⃗ ] ⋅ 𝑑𝑟 = −𝛼0𝛻𝑝′𝑑𝑟 + 𝐵𝑑𝑧              (58) 

这里B是浮力。𝑝′是扰动气压，𝛼0是比容。由于[(𝛻𝛬𝑉⃗ )𝛬𝑉⃗ ] ⋅ 𝑑𝑟 = 0，所以对(58)

式两边积分有 

∫
𝜕

𝜕𝑥
(
1

2
|𝑉⃗ |2)𝑑𝑥 + ∫

𝜕

𝜕𝑦
(
1

2
|𝑉⃗ |2)𝑑𝑦 + ∫

𝜕

𝜕𝑧
(
1

2
|𝑉⃗ |2)𝑑𝑧 = −∫𝛼0((

𝜕𝑝′

𝜕𝑥
)𝑑𝑥 +

(
𝜕𝑝′

𝜕𝑦
)𝑑𝑦 + (

𝜕𝑝′

𝜕𝑧
)𝑑𝑧) + ∫𝐵𝑑𝑧                                                                                  (59) 

(59)式可写为 

∫𝑑(
1

2
|𝑉⃗ |2) + 𝛼0 ∫𝑑𝑝′ − ∫𝐵𝑑𝑧 = 0                                                            (60) 

即 

1

2
  |𝑉⃗ 𝑓|

2
−

1

2
|𝑉⃗ 𝑖|

2
+ 𝛼0  𝑝𝑖

′  − ∫𝐵dz=0                                                          (61) 

这里下标 f 与 i 分别表示终态与初态。Bluestein（2013）认为，在远离风暴中心

的初态𝑝′
𝑖
= 0，𝐵 = 0，即没有扰动气压及浮力存在。同时，由于假设终态风速

引起的动能是初态的一倍，即|𝑉𝑓
⃗⃗  ⃗|2 ≈ 2|𝑉⃗ 𝑖|

2
。由公式(61)，有  

𝛼0𝑝
′
𝑓

= −
1

2
|𝑉⃗ 𝑖|

2
                                                                                        (62) 

这是空气质点在大气中层满足的条件。所以可记𝛼0𝑝
′ = −

1

2
|𝑉𝑚⃗⃗ ⃗⃗  |

2。考察另一质

点从边界层顶出发且在强对流区中，在风暴中心，自然是垂直运动成为其风速。

也就是|𝑉𝑓
⃗⃗  ⃗|2 =

1

2
𝜔𝑚

2。这里的 m 代表大气中层。这样一来，利用（61）及（62）
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式则可得 

1

2
𝜔𝑚

2 =
1

2
|𝑉0
⃗⃗  ⃗|2 +

1

2
|𝑉𝑚⃗⃗ ⃗⃗  |

2 + ∫ 𝐵dz
中层

边界层
                                                       (63) 

又因𝐶𝐴𝑃𝐸𝑚 = ∫ 𝐵dz
中层

边界层
。这里𝐶𝐴𝑃𝐸就是由浮力积累的不稳定能量。于是得到： 

𝜔𝑚 = (2𝐶𝐴𝑃𝐸𝑚 + |𝑉0
⃗⃗  ⃗|2 + |𝑉𝑚⃗⃗ ⃗⃗  |

2)
1

2                                                           (64) 

从（64）式可看出，强风暴中的垂直速度主要取决于浮力效应及上下风速的能

量积累。 

由于 Bluestein（2013）在推导强风暴中垂直运动的计算过程有一些人为假

定，比如认为 |𝑉𝑓
⃗⃗  ⃗|2 ≈ 2|𝑉⃗ 𝑖|

2
。所以其结果有一定的误差。后来，高守亭等

（2018，2019）进一步放宽假定条件，得到了与（64）略有不同的强风暴中垂

直运动的计算，其表达式为： 

𝜔𝑚
2 = 2𝑐𝑎𝑝𝑒 + |𝑉⃗ 𝑖|

2
+ 𝛼|𝑉𝑚⃗⃗ ⃗⃗  |

2                                                                 (65) 

由以上回顾，可以清晰地认识到垂直运动的计算与诊断是与天气系统的尺

度有关。对大尺度系统，其垂直运动的计算及诊断，使用准地转条件下的𝜔方

程就可以了。不必要过多考虑浮力和风切的作用。而中尺度系统中的垂直速度

不再是小量，在涡度方程中不能把垂直速度忽略掉，所以其垂直运动的诊断与

计算在形式上更复杂一些，但其强迫项仍是由涵差的涡度平流及温度平流的拉

普拉斯所构成。在本质上，与大尺度系统中的𝜔方程没有太大差别。只有在小

尺度强风暴中，浮力及风切起着主导作用，所以，由于中小尺度系统与大中尺

度系统垂直运动的强迫项有本质差异，导致垂直运动的计算差距很大。 

七、新型垂直运动诊断方程及联立方程组 

就大尺度及中尺度系统中的垂直运动而言，前人推导出的准地转 ω 诊断方

程及中尺度广义垂直运动诊断方程都具有严谨性、科学性和适用性。唯有小尺

度的强风暴系统中的垂直运动诊断，前人虽有推导，但显示出很多不合理不恰

当的地方。这里以 Bluestein（2013）推导的垂直运动方程为例来说明推导过程

的不足。他的推导从下式开始 

d𝑉⃗⃗ 

dt
∙ 𝑑𝑟 = ∇ (

1

2
𝑉⃗ ∙ 𝑉⃗ ) ∙ 𝑑𝑟 + [(∇×𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] ∙ 𝑑𝑟 = −𝛼0∇𝑝′ ∙ 𝑑𝑟 + 𝐵𝑑𝑧                        （66） 

（原文中 4.13 式，书中 171 页）。这里分析
d𝑉⃗⃗ 

dt
∙ 𝑑𝑟 ，因为  

 

  
  
  
  
待
  
刊

  
  
大
  
气
  
科
  
学

大
  
气
  
科
  
学

  
  
待
  
刊



15 
 

  
d𝑉⃗⃗ 

dt
∙ 𝑑𝑟 =

∂𝑉⃗⃗ 

∂t
∙ 𝑑𝑟 + ∇ (

1

2
𝑉⃗ ∙ 𝑉⃗ ) ∙ 𝑑𝑟 + [(∇×𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] ∙ 𝑑𝑟 ≠ ∇(

1

2
𝑉⃗ ∙ 𝑉⃗ ) ∙ 𝑑𝑟 + [(∇×𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] ∙ 𝑑𝑟   

（67） 

这里
∂𝑉⃗⃗ 

∂t
∙ 𝑑𝑟 项不能无理由省略，在小尺度运动方程中

∂𝑉⃗⃗ 

∂t
的变化往往很大，省略

了
∂𝑉⃗⃗ 

∂t
项就意味着是定常运动，这在迅速变化的风暴系统中设为定常运动显然不

合适。再者，认为在风暴区风速是远离风暴区速度的两倍也具有很大的人为性。

为了得到一个新的风暴系统中的垂直运动诊断方程，本章依据如下新思考而进

行。从完整的运动方程出发，有如下公式 

d𝑉⃗⃗ 

dt
= −

1

𝜌
∇p + 𝑔 − 𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗                                                                          （68） 

（68）式可进一步写为   

    
d𝑉⃗⃗ 

dt
= −𝛼0∇𝑝′ + 𝐵⃗ − 𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗                                                                       （69） 

这里𝑝′是扰动气压即𝑝 = 𝑝0 + 𝑝′，𝐵⃗ = −
𝜌′

𝜌0
𝑔𝑘⃗ 为浮力。 

（69）式可改写为 

∂𝑉⃗⃗ 

∂t
+ 𝑉⃗ ∙ ∇𝑉⃗ = −𝛼0∇𝑝′ + 𝐵⃗ − 𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗                                                        （70） 

或写为 

∂𝑉⃗⃗ 

∂t
= ∇(

1

2
𝑉⃗ ∙ 𝑉⃗ ) + [(∇×𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] − 𝛼0∇𝑝′ + 𝐵⃗ − 𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗                             （71） 

对（71）式两边取散度则有 

∂∇∙𝑉⃗⃗ 

∂t
= ∇ ∙ ∇(

1

2
|𝑉⃗ |

2
) +∇ ∙ [(∇∙𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] − ∇ ∙ 𝛼0∇𝑝′ + ∇ ∙ 𝐵⃗ + ∇ ∙  𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗      （72） 

由于三维散度∇∙𝑉⃗ = 0是高度近似，故（72）式写为 

∇2 (
1

2
|𝑉⃗ |

2
) + ∇ ∙ [(∇×𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] − 𝛼0∇

2𝑝′ + ∇ ∙ 𝐵⃗ + ∇ ∙ (𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗ ) = 0        （73） 

进一步有 

1

2
∇2(𝑤2 + 𝑢2 + 𝑣2) = −∇ ∙ [(∇×𝑉⃗ )×𝑉⃗ ] + 𝛼0∇

2𝑝′ − ∇ ∙ 𝐵⃗ − ∇ ∙ (𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗ ) 

（74） 

在风暴中如果主要考虑垂直涡度（这里做了近似处理，不太合理，需要在后续

研究中继续改进），有：∇×𝑉⃗ = 𝜉𝑧
⃗⃗  ⃗ = 𝜉𝑧𝑘⃗ ，则有  

𝛻 · [(𝛻 × 𝑉⃗ ) × 𝑉⃗ ] = 𝛻 ⋅ (𝜁𝑧𝑘⃗ × 𝑉⃗ ) = 𝛻 ⋅ (−𝑣𝜁𝑧𝑧 + 𝑢𝜁𝑧𝑗 ) =
𝜕𝑢𝜁𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣𝜁𝑧

𝜕𝑥
 ， 
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且有 

∇ ∙ (𝑓𝑘⃗ × 𝑉⃗ ) = ∇ ∙ (𝑓𝑢𝑗 − 𝑓𝑣𝑖 ) = 𝑓 (
𝜕𝑢

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) = −𝑓𝜉𝑧 ，                 

𝛻 · 𝐵⃗ =
𝜕𝐵

𝜕𝑧
， 

这样一来，（74）式可写为 

𝛻2𝑤2 = −𝛻2(𝑢2 + 𝑣2) +
𝜕(𝑣𝜁𝑧)

𝜕𝑥
−

𝜕(𝑢𝜁𝑧)

𝜕𝑦
+ 𝛼0𝛻

2𝑝′ + 𝑓𝜁𝑧 −
𝜕𝐵

𝜕𝑧
               （75） 

在方程（75）中，只要求出𝛼0∇
2𝑝′，则垂直运动𝑤就可以诊断。为求出𝑝′，可

以采取 Bluestein（2013）类似的方法，即  

𝑑𝑣⃗ 

𝑑𝑡
∙ 𝑑𝑟 = ∇ (

1

2
𝑣 . 𝑣 ) . 𝑑𝑟 + [(∇ × v⃗ ) × v⃗ ]. 𝑑𝑟 = −𝛼0∇𝑝′ ∙ 𝑑𝑟 + 𝐵𝑑𝑧        （76） 

因为是求气压扰动，它取决于其上整层空气气压的变化，在短的瞬间基本可认

为瞬变速度对其上整层空气柱影响不大，可取为定常。于是有 

𝜕

𝜕𝑥
(
1

2
𝑣 )

2

∙ 𝑑𝑥 +
𝜕

𝜕𝑦
(
1

2
𝑣 )

2

∙ 𝑑𝑦 +
𝜕

𝜕𝑧
(
1

2
𝑣 )

2

∙ 𝑑𝑧 = −𝛼0[(
𝜕𝑝′

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑝′

𝜕𝑦
𝑑𝑦 +

𝜕𝑝′

𝜕𝑧
𝑑𝑧] + 𝐵𝑑𝑧                                                                                                      （77） 

因为𝑑𝑟 与风速方向一致，所以[(∇ × v⃗ ) × v⃗ ]. 𝑑𝑟 = 0,。 

对方程（77）两边积分，有 

∫𝑑
1

2
|𝑣 |

2
= −𝛼0 ∫𝑑𝑝′ + ∫𝐵𝑑𝑧                                                               （78） 

即： ∫𝑑
1

2
|𝑣 |

2
+ 𝛼0 ∫𝑑𝑝′ − ∫𝐵𝑑𝑧 = 0                                                            （79） 

则有： 
1

2
|𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗ |

2 −
1

2
|𝑣 𝑖| + 𝛼0𝑝𝑓

′ − 𝛼0𝑝𝑖
′ − ∫𝐵 𝑑𝑧 = 0                                        （80） 

这里下标𝑓与𝑖分别表示终态与初态。 

在初始时可以认定没有气压扰动，𝑝𝑖
′ = 0，则有  

𝛼0𝑝𝑓
′ =

1

2
|𝑣 𝑖|

2 −
1

2
|𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗ |

2 + ∫𝐵 𝑑𝑧                                                              （81） 

又因为 𝐶𝐴𝑃𝐸 = ∫𝐵𝑑𝑧                                                                                       （82） 

所以， 

𝛼0𝑝𝑓
′ =

1

2
|𝑣 𝑖|

2 −
1

2
|𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗ |

2 + 𝐶𝐴𝑃𝐸                                                            （83） 

若认为初始动能主要由水平风场决定，即
1

2
|𝑉⃗ 𝑖| =

1

2
|𝑉⃗ 𝐻𝑖| 

则方程（83）简化为 

𝛼0𝑝𝑓
′ = −

1

2
|𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗ |

2 + 𝐶𝐴𝑃𝐸 +
1

2
|𝑉⃗ 𝐻𝑖|                                                            （84） 
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对（84）两边取梯度后再取散度计算，则有      

𝛼0𝛻
2𝑝𝑓

′ = −
1

2
𝛻2|𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗ |

2 + 𝛻2(𝐶𝐴𝑃𝐸) +
1

2
𝛻2|𝑉⃗ 𝐻𝑖|                                        （85） 

或写成:  

𝛼0𝛻
2𝑝𝑓

′ = −
1

2
𝛻2(𝑢2 + 𝑣2 + 𝜔2) + 𝛻2(𝐶𝐴𝑃𝐸) +

1

2
𝛻2(𝑢𝑖

2 + 𝑣𝑖
2)             （86） 

把（86）式代入（75）式并整理，则得到 

3

2
𝛻2𝜔2 = −

3

2
𝛻2(𝑢2 + 𝑣2) +

𝜕𝑣𝜁𝑍

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢𝜁𝑍

𝜕𝑦
+ 𝑓𝜁𝑧

𝜕𝐵

𝜕𝑧
+ 𝛻2(𝐶𝐴𝑃𝐸) +

1

2
𝛻2(𝑢𝑖

2 + 𝑣𝑖
2)                                                                          

（87） 

这样一来就有  

𝛻2𝜔2 = −𝛻2(𝑢2 + 𝑣2) +
2

3
(
𝜕𝑣𝜁𝑍

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢𝜁𝑍

𝜕𝑦
) +

2

3
𝑓𝜁𝑧

𝜕𝐵

𝜕𝑧
+

2

3
𝛻2(𝐶𝐴𝑃𝐸) +

1

3
𝛻2(𝑢𝑖

2 + 𝑣𝑖
2)                               

（88） 

公式（88）右侧的每项都可直接计算，是风暴级小尺度垂直运动诊断方程。 

另一方面，任何小尺度强对流系统都是在大中尺度背景下发生的，所以背景场

的垂直运动仍然存在。因此，完整的垂直运动的诊断不应是单一垂直运动诊断

方程，而应该是不同背景下垂直运动诊断的综合，即应为联立垂直运动诊断方

程组，可写为𝑤 = 𝑤1 + 𝑤2，其中𝑤1为中小尺度运动系统中的𝑤诊断量，其诊断

由公式（88）来确定。𝑤2为大中尺度背景场下控制的垂直运动诊断量，可由

（54）式的方程诊断，方程（88）与（54）联合求解𝑤，则可得到较完整的垂

直运动。 

这两种尺度的垂直运动计算相结合，可以较好的表征出大气中垂直运动较

真实的值，这为强对流、暴雨及暴雪系统中的垂直运动计算提供了科学的计算

方法，可在科研与预报业务中应用。 

八、结论和讨论 

垂直运动在大气演变过程中有重要作用，但由于不能直接观测，只能通过

垂直运动方程诊断计算得到。在没有仪器可直接观测垂直速度以前，如何较为

准确地诊断出垂直运动是分析大中小尺度天气系统发展演变的重要内容。本文

总结了大气垂直运动方程的研究进展，指出天气系统运动的垂直速度计算要考

虑天气系统的尺度和运动规律，按照不同尺度天气系统所遵循的规律来进行相

应的垂直速度计算。 
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1、质量守恒的前提下，垂直运动可由连续方程积分计算得到，这个算法需

要准确计算散度。由于散度是两个大量的小差，误差量级与散度量级相同，不

容易计算正确，导致此方法准确计算垂直运动不容易实现。基于大气内部变化

绝热假设的绝热法，由于与实际天气过程热力变化有较大差别，计算的垂直运

动也不准确。垂直运动的诊断与天气系统尺度有关。 

2、大尺度系统以涡旋运动为主，满足准水平，不必过多考虑浮力和风切作

用。因此，准地转条件的垂直运动方程在大尺度系统中应用较好。 

3、中尺度系统运动中，辐合辐散运动与旋转运动同等重要，垂直运动不能

忽略，垂直运动方程在形式上要复杂一些，但其强迫项仍是由涵差的涡度平流

及温度平流的拉普拉斯所构成，本质与大尺度系统中的𝜔方程没有太大差别。 

4、小尺度强风暴运动以辐合辐散为主，浮力及风切起着主导作用，其垂直

运动方程要复杂得多。但是，由于任何小尺度强对流系统都是在大中尺度背景

下发生的，所以背景场强迫的垂直运动仍然存在，完整的垂直运动应考虑不同

天气尺度系统调整产生的垂直速度，应联立垂直运动方程组进行计算，包含多

效应的新型垂直运动方程，可以较为准确地实现小尺度强对流运动中的垂直速

度的诊断分析。 

可是，包含了多效应的新型垂直运动方程，虽然在理论上有进步，但也还

存在假设，如风暴中主要是垂直涡度的假定，以及求气压扰动时认为短的瞬间

基本可认为瞬变速度定常与实际情况也会有差异。此外，不同尺度的气象要素

之间存在相互作用，文中用于计算 w1的各变量也并不单是由中小尺度系统产生，

也会受到大中尺度背景场的影响。同样地，用于计算 w2的各变量也包含了中小

尺度系统的作用。只将 w1 和 w2 直接相加并不完全合理。但是，在目前的条件

下还不能把不同尺度系统引起的垂直运动完全分开，但至少考虑到并可实现不

同尺度系统对应的垂直运动的计算。因此，在垂直速度能直接观测实现之前，

还需要继续发展具备更合理的理论基础的计算方法，以减小误差对实际垂直运

动计算的影响。 
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