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摘要 发展高分辨区域中尺度天气预报模式是改进暴雨落区预报的一个重要途径。区域中尺7 

度模式空间分辨率达到 100 米，对当前计算资源提出了严峻挑战。一种可行的解决方案是发8 

展滤除声波的模式替代全弹性模式。滤除声波的模式可以使用较大的时间步长积分，能显著9 

提高积分效率。我们在 2018 年利用一种声波滤除理论—假不可压理论，初步在地形追随质10 

量坐标系（η 坐标系）下建立了假不可压模式。数值试验表明模式的结果是合理可信的，然11 

而关键问题是没有滤除声波。本文改进了假不可压模式，建立新的假不可压模式干动力框架。12 

新动力框架控制方程的关键改进是使用椭圆方程求解扰动气压，理论上保证了声波的滤除。13 

新动力框架的时间积分方案更简洁，不使用时步分裂算法。对比改进的假不可压模式和 WRF14 

（Weather Research and Forecasting）模式的干热泡对流数值试验结果，发现假不可压模式获15 

得了与 WRF 模式相似的动力场和热力场分布，且模拟的气压扰动时间序列平滑，说明声波16 

已被滤除，相比 2018 版本的假不可压模式，这是较大的改进。 17 
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Abstract The development of high-resolution mesoscale weather forecast numerical models is an 29 

important way to improve the forecast of torrential rain. Regional mesoscale models, with a spatial 30 

resolution to 100m, pose great challenges to current computational resources. A feasible solution 31 

is to develop soundproof models to replace those fully compressible models. Soundproof models 32 

permit relatively larger time steps, improving the integration efficiency significantly. We 33 

developed a test version of a pseudo-incompressible model in a terrain-following mass-based 34 

coordinate (η coordinate), based on a sound-proof theory namely the pseudo-incompressible 35 

theory in 2018. Numerical tests indicate the results from the model are reliable. However, a key 36 

issue is the acoustic wave not yet excluded by the model. In this paper we improve the 37 

pseudo-incompressible model and establish a new dry air dynamic core for the 38 

pseudo-incompressible model. A key improvement of the governing equations of the new dynamic 39 

core is that it solves an elliptic equation for perturbation pressure, which ensures the exclusion of 40 

acoustic waves in theory. The time-integration scheme of the new dynamic core is more concise, 41 

which removes the time-split algorithm. We compared the simulation results by the improved 42 

version of the pseudo-incompressible model with those by WRF (Weather Research and 43 

Forecasting) model in a dry hot bubble numerical test. It is found that the pseudo-incompressible 44 

model obtains similar dynamic and thermodynamic field distributions to those from the WRF 45 

model, and the simulated perturbation pressure time series are smooth, indicating that the acoustic 46 

waves have been removed. This is a significant improvement over the pseudo-incompressible 47 

model released in 2018.  48 

Keywords pseudo-incompressible model, perturbation pressure, acoustic waves 49 

1.引言 50 

发展区域高分辨中尺度天气预报模式是改进暴雨落区预报的重要途径之一。51 

区域模式一般求解非静力大气运动方程组，相比于静力近似方程组，其包含垂直52 

声波，而声波传播快，且气象意义不显著，却严重制约了非静力模式的稳定计算。53 

一方面，典型的全弹性 WRF（Weather Research and Forecasting）模式采用算子54 

分裂、隐式求解垂直声波（Klemp et al., 2007），但其时间步长仍然受限；另一方55 

面，一种可行的解决方案是发展声波滤除模式，替代全弹性模式。声波滤除模式56 

通常在一定的假设条件下，对原始大气控制方程进行简化和近似，略去控制方程57 

中量级较小的项，滤除声波但保留具有气象意义的波动。由于数值解中不包含声58 

波，理论上声波滤除模式可以使用较大的积分时间步长，从而提高模式的积分效59 

率，节约计算资源。 60 

经典的声波滤除方程有包辛尼斯克方程和滞弹性方程，前者常用于海洋数值61 
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模式，后者被广泛用于中小尺度对流系统的理论研究和数值模式构建（Ogura and 62 

Phillips 1962; Wilhelmson and Ogura 1972; Clark, 1977; Lipps and Hemler 1982; 63 

Bannon 1996; Grabowski and Smolarkiewicz, 2002; Pauluis, 2008; Sun et al., 2012）。64 

国内学者在声波滤除理论和数值模拟研究方面也取得了诸多成果，如胡志晋和邹65 

光源（1991）在假可压法和准滞弹模式的基础上提出了准弹性模式；孙立潭（1992）66 

在准弹性模式的基础上，提出了一种基于时间平均概念的灵活弹性模式。 67 

基于滞弹性方程，Durran（1989, 2008）提出了一种新的改进方案，命名为68 

“假不可压”方程。假不可压方程相比滞弹性方程的改进主要体现在两个方面：69 

1）质量平衡中密度扰动的影响，假不可压方程仅忽略与气压扰动相关的密度扰70 

动，保留温度场扰动造成的密度扰动，而滞弹性方程则完全略去密度扰动；2）71 

假不可压方程成立条件更容易满足。诸多学者对假不可压方程进行了深入的理论72 

研究，并与滞弹性方程对比，大多数研究认为假不可压方程在理论架构上优于滞73 

弹性方程，更适合用于构建数值模式（Nance and Durran, 1994; Smolarkiewicz and 74 

Dörnbrack, 2008; Arakawa and Konor , 2009; Klein, 2009; Achatz et al., 2010）；另一75 

方面也有研究认为假不可压方程不适用于大尺度天气系统的数值模拟（Davies et 76 

al., 2003）。 77 

假不可压方程被应用于数值模式的构建和模拟研究。Durran（1989）最早建78 

立了假不可压模式并用于湿对流模拟，但未公开模拟结果。此后诸多研究进一步79 

发展假不可压模式，一方面部分学者改进或拓展已有的求解滞弹性方程的数值方80 

法，使其适用于求解假不可压方程，例如 Smolarkiewicz and Dörnbrack（2008）81 

利用欧拉/半拉格朗日（EULAG）的模式框架，结合无震荡向前差分方案（NFT）82 

成功求解了假不可压方程；Klein（2009）基于有限体积法求解假不可压方程和83 

多种版本的滞弹性方程；Rieper et al.（2013）拓展 ILES（implicit large-eddy 84 

simulation）模式算法的适用范围，成功用于求解假不可压方程。另一方面，一85 

系列研究尝试设计和发展能够模拟多尺度大气运动的统一动力框架（Arakawa 86 

and Konor, 2009; Konor, 2014; Cotter and Holm, 2014; Benacchio et al., 2014; 87 

Smolarkiewicz et al., 2014; Smolarkiewicz et al., 2016），这些动力框架的控制方程88 

中使用了假不可压方程和滞弹性方程。上述假不可压动力框架主要考虑了干空气89 

过程，未考虑湿过程。建立湿过程假不可压模式的难点在于需要处理水凝物源汇90 
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项和非绝热加热项，使得方程的求解变得复杂。Almgren et al.（2008）针对超新91 

星流体建立了包含源汇项的假不可压模式，为解决源汇项问题提供了思路。92 

O’Neill and Klein（2013）通过更新变量的平均态来描述水汽相变过程导致变量93 

的变化，建立了包含水物质的假不可压模式。 94 

胡文豪和孙继明（2018）将假不可压方程投影到了地形追随质量坐标系（η95 

坐标系），并基于 WRF 模式的软件架构初步建立了假不可压模式（后文记作假96 

不可压模式 2018）。理想个例数值试验表明假不可压模式的结果是合理的，然而97 

却没有滤除声波。本文中我们进一步改进假不可压模式，建立新的假不可压模式98 

干动力框架。新动力框架控制方程中最为关键的改进是通过联立运动方程和连续99 

方程，得到一个椭圆方程求解扰动气压，而不再使用状态方程诊断扰动气压。使100 

用椭圆方程求解扰动气压，而扰动气压进一步约束流场变化，实现了声波的滤除。101 

新动力框架在数值求解方案方面的改进在于时间积分格式使用龙格—库塔102 

（Runge-Kutta）方案，不再嵌套声波时步循环（acoustic step loop），并且全部预103 

报量采用显式格式积分。数值试验证明新建立的假不可压模式干动力框架成功滤104 

除了声波。下一步工作是考虑湿过程，并耦合自主研发的云微物理方案，最终目105 

标是建立一套适用于模拟中小尺度强对流天气的区域数值模式。 106 

2.假不可压控制方程及数值算法 107 

2.1 假不可压连续方程的投影 108 

我们重新推导了地形追随质量坐标系下的假不可压连续方程。仍然从 Durran109 

提出的假不可压连续方程出发： 110 

𝑑𝜌𝑑
∗

𝑑𝑡
+ 𝜌𝑑

∗ 𝛻 ⋅ 𝒗 = 0    （1） 111 

其中，𝜌𝑑
∗是干空气的假不可压密度，其定义是�̄� = (

𝑅𝑑

𝑝0
𝜌𝑑

∗ 𝜃)

𝑅𝑑
𝑐𝑣或者𝜌𝑑

∗ =
�̄�

𝜃
�̅�𝑑；�̄�是112 

参考状态的无量纲气压，其定义是�̄� = (�̄� 𝑝0⁄ )
𝑅𝑑
𝑐𝑝；𝜃是位温；�̄�(𝑧)、�̅�𝑑(𝑧)、�̄�(𝑧)是113 

参考状态的气压、干空气密度和位温，仅随高度变化；𝑝0取 1000hPa；𝑅𝑑是干空114 

气的比气体常数，𝑐𝑝和𝑐𝑣分别是干空气的等压和等容比热容，𝒗 = (𝑢, 𝑣, 𝑤)是三115 

维风速矢量（协变速度）。 116 

利用 z 坐标系和𝜂坐标系的转换关系(Kasahara, 1974)，将假不可压连续方程117 

投影到地形追随质量坐标系下，并利用
𝜕𝑝𝑑ℎ

𝜕𝑧
= −𝜌𝑑

∗ 𝑔，整理后可得： 118 
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𝜕𝑡𝜇𝑑 + 𝛻 ⋅ 𝑽 = 0    （2） 119 

其中， 𝜂 =
(𝑝𝑑ℎ−𝑝𝑑ℎ𝑡)

𝜇𝑑
，𝜇𝑑 = 𝑝𝑑ℎ𝑠 − 𝑝𝑑ℎ𝑡，𝑝𝑑ℎ是干空气气压的静力分量，𝑝𝑑ℎ𝑡和𝑝𝑑ℎ𝑠120 

分别是模式上、下边界的干空气气压的静力分量（静压力）；𝛻 ⋅ 𝑽 =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉

𝜕𝑦
+

𝜕𝛺

𝜕𝜂
；121 

𝑈 = 𝜇𝑑𝑢，𝑉 = 𝜇𝑑𝑣，𝛺 = 𝜇𝑑𝜔；𝜔 = �̇� =
𝑑η

𝑑𝑡
，称为逆变垂直速度； 𝜕𝑡 =

𝜕

𝜕𝑡
，后文122 

中空间偏导数也记作该形式，没有特别说明方程均为𝜂坐标系下。新建立的假不123 

可压连续方程的预报量为𝜇𝑑，空间上是一个二维变量，与垂直坐标无关，而假不124 

可压模式 2018 连续方程的预报量为𝜇𝑑与一个空气密度相关的系数的耦合量，与125 

垂直坐标有关。 126 

2.2 假不可压模式控制方程的建立 127 

基于假不可压方程，参考 Laprise（1992）提出地形追随静压力坐标系，以128 

及 WRF 模式的控制方程组的形式（Skamarock et al., 2008），我们重新推导了地129 

形追随质量坐标系下通量形式的假不可压控制方程。暂不考虑水汽、水凝物和地130 

图投影系数，控制方程具体形式如下： 131 

𝜕𝑡𝑈 + 𝛻 ⋅ 𝑽𝑢 + 𝜇𝑑𝛼𝑑
∗ 𝜕𝑥𝑝 + 𝜕𝜂𝑝𝜕𝑥𝜙 = 𝐹𝑈    （3） 132 

𝜕𝑡𝑉 + 𝛻 ⋅ 𝑽𝑣 + 𝜇𝑑𝛼𝑑
∗ 𝜕𝑦𝑝 + 𝜕𝜂𝑝𝜕𝑦𝜙 = 𝐹𝑉    （4） 133 

𝜕𝑡𝑊 + 𝛻 ⋅ 𝑽𝑤 − 𝑔(𝜕𝜂𝑝 − 𝜇𝑑) = 𝐹𝑊    （5） 134 

𝜕𝑡𝛩 + 𝛻 ⋅ 𝑽𝜃 = 𝐹𝛩    （6） 135 

𝜕𝑡𝜇𝑑 + 𝛻 ⋅ 𝑽 = 0    （7） 136 

𝛼𝑑
∗ =

�̄�𝑑

�̄�
𝜃    （8） 137 

𝜕𝜂𝜙 = −𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑    （9） 138 

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑤

𝜕𝜂
−

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑢

𝜕𝜂
−

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑣

𝜕𝜂
=

𝜌𝑑
∗

𝜇𝑑
𝐹𝛩    （10） 139 

其中， 𝑊 = 𝜇𝑑𝑤， 𝛩 = 𝜇𝑑𝜃；𝛼𝑑
∗ =

1

𝜌𝑑
∗是干空气的假不可压比容，�̄�𝑑是干空气参140 

考状态比容，𝜙是位势； 𝛻 ⋅ 𝑽𝑎 =
𝜕𝑈𝑎

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉𝑎

𝜕𝑦
+

𝜕𝛺𝑎

𝜕𝜂
， 𝑎代表任意气象变量；𝐹𝑈、141 

𝐹𝑉、𝐹𝑊、𝐹𝛩是模式物理过程、湍流混合过程和地球自转效应的贡献项。 142 

需要补充说明，假不可压方程中连续方程有两种等价的表达形式（Durran, 143 

1989），第一种如公式（1）所示，投影到 η 坐标下即为公式（2）或（7）；第二144 
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种表达式为𝛻 ⋅ (�̅�𝑑�̅�𝒗) =
𝜌𝑑

∗

𝜇𝑑
𝐹𝛩，将该表达式投影到 η 坐标下得到公式（10）。公145 

式（10）在 2.4 节与运动方程联合构造出求解气压的椭圆方程。 146 

2.3 扰动形式的假不可压模式控制方程 147 

为了减小计算气压梯度项和浮力项的误差，将假不可压控制方程改写成扰动148 

形式： 149 

𝜕𝑡𝑈 + [𝜕𝑥(𝑈𝑢) + 𝜕𝑦(𝑉𝑢)] + 𝜕𝜂(𝛺𝑢) + 151 

[𝜇𝑑(𝜕𝑥𝜙′ + 𝛼𝑑
∗ 𝜕𝑥𝑝′ + 𝛼𝑑

∗ ′
𝜕𝑥�̄�) + 𝜕𝑥𝜙(𝜕𝜂𝑝′ − 𝜇𝑑

′ )] = 𝐹𝑈    （11） 150 

𝜕𝑡𝑉 + [𝜕𝑥(𝑈𝑣) + 𝜕𝑦(𝑉𝑣)] + 𝜕𝜂(𝛺𝑣) + 153 

[𝜇𝑑(𝜕𝑦𝜙′ + 𝛼𝑑
∗ 𝜕𝑦𝑝′ + 𝛼𝑑

∗ ′𝜕𝑦�̄�) + 𝜕𝑦𝜙(𝜕𝜂𝑝′ − 𝜇𝑑
′ )] = 𝐹𝑉    （12） 152 

𝜕𝑡𝑊 + [𝜕𝑥(𝑈𝑤) + 𝜕𝑦(𝑉𝑤)] + 𝜕𝜂(𝛺𝑤) − 𝑔𝜕𝜂𝑝′ + 𝑔𝜇𝑑
′ = 𝐹𝑊    （13） 154 

𝜕𝑡𝛩 + [𝜕𝑥(𝑈𝜃) + 𝜕𝑦(𝑉𝜃)] + 𝜕𝜂(𝛺𝜃) = 𝐹𝛩    （14） 155 

𝜕𝑡𝜇𝑑
′ + [𝜕𝑥𝑈 + 𝜕𝑦𝑉] + 𝜕𝜂(𝛺) = 0    （15） 156 

𝛼𝑑
∗ ′ =

�̄�𝑑

�̄�
𝜃 ′    （16） 157 

𝜕𝜂𝜙′ = −�̄�𝑑𝛼𝑑
∗ ′ − 𝛼𝑑

∗ 𝜇𝑑
′     （17） 158 

其中，𝑝 = �̄�(�̄�) + 𝑝′，𝜙 = �̄�(�̄�) + 𝜙′， 𝛼𝑑
∗ = �̄�𝑑

∗ (�̄�) + 𝛼𝑑
∗ ′，𝜇𝑑 = �̄�𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝜇𝑑

′ ；159 

�̄�(�̄�)、�̄�𝑑
∗ (�̄�)、�̄�𝑑(𝑥, 𝑦)是参考状态的位势、干空气假不可压比容和干空气柱重量。 160 

需要说明，本节所列的控制方程不包括求解扰动气压的椭圆方程，由于该方161 

程形式较复杂，因此放在 2.4 节中单独讨论。 162 

2.4 扰动气压椭圆方程 163 

将运动方程（公式 11—13）与假不可压连续方程（公式 10）结合，可以推164 

导出求解扰动气压的椭圆方程， 165 

𝜕

𝜕𝑥
(�̄�𝑑�̄�𝜇𝑑𝛼𝑑

∗ 𝜕𝑥𝑝′) +
𝜕

𝜕𝑥
(�̄�𝑑�̄�𝜕𝑥𝜙𝜕𝜂𝑝′) +

𝜕

𝜕𝑦
(�̄�𝑑�̄�𝜇𝑑𝛼𝑑

∗ 𝜕𝑦𝑝′) 167 

+
𝜕

𝜕𝑦
(�̄�𝑑�̄�𝜕𝑦𝜙𝜕𝜂𝑝′) +

𝑔

𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑

𝑔
𝜕

𝜕𝜂
(�̄�𝑑�̄�𝜕𝜂𝑝′) = 𝐹    （18） 166 

其中，等号右端项的表达式如下： 168 

𝐹 = −
𝜕

𝜕𝑥
(�̄�𝑑�̄�𝐹𝑢) −

𝜕

𝜕𝑥
(�̄�𝑑�̄�𝐺𝑋) +

𝜕

𝜕𝑥
(�̄�𝑑�̄�𝐹𝑈) 169 
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−
𝜕

𝜕𝑦
(�̄�𝑑�̄�𝐹𝑣) −

𝜕

𝜕𝑦
(�̄�𝑑�̄�𝐺𝑌) +

𝜕

𝜕𝑦
(�̄�𝑑�̄�𝐹𝑉) 170 

−
𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜂
(�̄�𝑑�̄�𝐹𝑤) −

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜂
(�̄�𝑑�̄�𝐺𝑍) +

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝜂
(�̄�𝑑�̄�𝐹𝑊) 171 

−
𝜕�̄�𝑑�̄�𝑊

𝜕𝜂

𝜕

𝜕𝑡
(

𝑔

𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑

) +
𝜕

𝜕𝑡
(

1

𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑈

𝜕𝜂
) +

𝜕

𝜕𝑡
(

1

𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑

𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕�̄�𝑑�̄�𝑉

𝜕𝜂
) 172 

−
𝜕

𝜕𝑡
(�̄�𝑑�̄�𝑢

𝜕𝜇𝑑

𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑡
(�̄�𝑑�̄�𝑣

𝜕𝜇𝑑

𝜕𝑦
) −

𝜕𝜌𝑑
∗ 𝐹𝛩

𝜕𝑡
 173 

上式中梯度项和通量项的具体表达式如下： 174 

𝐺𝑋 = [𝜇𝑑 (𝜕𝑥𝜙′ + 𝛼𝑑
∗ ′𝜕𝑥�̄�) + 𝜕𝑥𝜙 (−𝜇𝑑

′
)] 175 

𝐺𝑌 = [𝜇𝑑 (𝜕𝑦𝜙′ + 𝛼𝑑
∗′𝜕𝑦�̄�) + 𝜕𝑦𝜙 (−𝜇𝑑

′
)] 176 

𝐺𝑍 = 𝑔𝜇𝑑

′
 177 

𝐹𝑢 = 𝜕𝑥(𝑈𝑢) + 𝜕𝑦(𝑉𝑢) + 𝜕𝜂(𝛺𝑢) 178 

𝐹𝑣 = 𝜕𝑥(𝑈𝑣) + 𝜕𝑦(𝑉𝑣) + 𝜕𝜂(𝛺𝑣) 179 

𝐹𝑤 = 𝜕𝑥(𝑈𝑤) + 𝜕𝑦(𝑉𝑤) + 𝜕𝜂(𝛺𝑤) 180 

公式（11）—（18）构成了闭合的改进后的假不可压模式的控制方程。对比181 

新建立的假不可压控制方程与 WRF-ARW （Advanced Research WRF）动力框架182 

的控制方程可知，两套控制方程中的运动方程、连续方程和位温方程在形式上基183 

本一致，区别主要在三个方面：首先是比容的计算方法不同，假不可压模式中比184 

容根据其定义由位温计算，而 WRF 模式中比容通过位势的梯度计算；其次是位185 

势的计算方法不同，假不可压模式中位势通过诊断方程求解，而 WRF 模式中位186 

势通过预报方程求解；第三，最为关键的是气压的计算方法不同，假不可压模式187 

通过联立运动方程与连续方程，建立了一个椭圆方程求解气压，而 WRF 模式使188 

用大气状态方程诊断气压。假不可压模式与 WRF 模式控制方程的区别见表 1。189 

上述的一致或者区别与假不可压理论最早建立时，提出者期望滤除声波的同时最190 

小程度地改变原始方程中动量和位温方程的目标是一致的（Durran, 1989）。 191 

表 1 假不可压模式与 WRF 模式控制方程组对比 192 

Table 1 A comparison of the governing equations of the pseudo-incompressible models and the 193 

WRF model 194 
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 假不可压模式 假不可压模式（2018） WRF 模式 

扰动气压方程 椭圆方程（公式（18）） 
𝑝′ =

𝑐𝑝

𝑐𝑣
𝑝 (

𝜃′

𝜃
−

𝛼𝑑

′

𝛼𝑑
−

𝜇𝑑

′

𝜇𝑑
) 𝑝′ =

𝑐𝑝

𝑐𝑣
𝑝 (

𝜃′

𝜃
−

𝛼𝑑

′

𝛼𝑑
−

𝜇𝑑

′

𝜇𝑑
) 

比容方程 
𝛼𝑑

∗ =
�̄�𝑑

∗

�̄�
𝜃 

𝛼𝑑
∗ = −𝜇𝑑

∗ −1𝜕𝜂𝜙 𝛼𝑑 = −𝜇𝑑
−1𝜕𝜂𝜙 

位势方程 𝜕𝜂𝜙 = −𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑  𝜕𝑡𝜙 + 𝜇𝑑

∗ −1(𝑽 ⋅ 𝛻𝜙) = 𝑔𝑤 𝜕𝑡𝜙 + 𝜇𝑑
−1(𝑽 ⋅ 𝛻𝜙) = 𝑔𝑤  

垂直速度方程 显式计算 隐式计算 隐式计算 

连续方程 预报量是𝜇𝑑（二维变量） 预报量是𝜇𝑑
∗（三维变量） 预报量是𝜇𝑑（二维变量） 

 195 

2.5 假不可压模式的数值求解方案 196 

改进后的假不可压模式的时间积分方案采用三阶龙格—库塔（Runge-Kutta）197 

方案。与假不可压模式 2018 的时间积分方案相比，改进后的版本去掉了声波时198 

步循环，时间积分方案由两层循环嵌套方案简化为一层循环。由于假不可压模式199 

理论上已经滤除了声波，因此去掉声波时步循环的设计是合理的。 200 

假不可压模式的空间离散方案采用 Arakawa C 交错网格，风场变量与气压、201 

位温、比容等变量在空间网格上交错分布，空间差分算子与 WRF-ARW 一致。202 

滤波与耗散方案，假不可压模式关闭了 WRF-ARW 的 Three-Dimensional 203 

Divergence Damping 与 Semi-Implicit Acoustic Step Off-centering 两项滤波选项，204 

保留 External Mode Filter 滤除使用固定上边界条件激发的水平方向的声波。 205 

气压扰动的诊断方程目前采用迭代法求解，即预先指定停止循环的条件，模206 

式逐个格点计算扰动气压，当所有格点均满足条件时停止计算，否则进行下一轮207 

循环。侧边界条件采用周期边界条件；上边界条件为𝑝′ = 0，下边界采用 Drichlet208 

边界条件，即通过垂直运动方程计算出气压扰动垂直梯度，然后插值到与垂直速209 

度计算格点交错排列的气压格点上。 210 

2.6 假不可压模式大涡模拟理想个例初始场的建立 211 

假不可压模式大涡模拟理想试验的初始场的建立分为三步。第一步读取位温、212 

比湿、水平风场的探空廓线和地面气压、地面位温，然后通过插值得到模式垂直213 

各层的气象场，在理想试验中认为干廓线对应大气的基本态，湿廓线中干空气分214 

量与基本态的差值视作扰动量，由于目前考虑干过程，因此这一步扰动量均为 0；215 

第二步是引入位温的扰动，在初始场低层设置热泡触发热对流；第三步是利用假216 
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不可压比容的定义𝛼𝑑
∗ ′ =

�̄�

�̄�
𝜃 ′更新比容场，并根据静力平衡关系𝜕𝜂𝜙′ = −�̄�𝑑𝛼𝑑

∗ ′ −217 

𝛼𝑑
∗ 𝜇𝑑

′ 调整位势场。需要说明的是，公式𝜕𝜂𝜙′ = −�̄�𝑑𝛼𝑑
∗ ′ − 𝛼𝑑

∗ 𝜇𝑑
′ 约束了扰动比容𝛼𝑑

∗ ′、218 

扰动干空气柱重量𝜇𝑑
′ 和扰动位势𝜙′三者之间的关系，设定热泡后，扰动比容相应219 

的更新，根据约束关系𝜇𝑑
′ 或者𝜙′也需要更新，在本算例中选择更新扰动位势，而220 

保持干空气柱的重量不变。 221 

新版本的假不可压模式在 WRF 3.9.1.1 版本的软件架构上，使用我们自主研222 

发的假不可压动力框架，修改理想试验中大涡模拟个例(WRF-LES)初始化模块的223 

代码建立。 224 

3.数值试验 225 

利用改进后的假不可压模式和 WRF 模式，分别进行三维干热泡对流理想数226 

值试验，对比和分析模拟结果。两个模式设置相同的初始条件，具体如下： 227 

水平空间分辨率 200 米×200 米，格点数 41×41； 228 

模式顶层高度 2 千米，垂直层数 21； 229 

模拟时长 20 分钟，时间步长 1 秒； 230 

探空廓线为 WRF-LES 自带的理想干廓线。 231 

 232 

图 1 位温廓线(a)与初始时刻位温扰动的剖面(b)（单位：K） 233 

Fig. 1 Vertical profile of potential temperature (K) (a) and cross sections of initial perturbation 234 
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temperature (K) (b). 235 

如图 1(a)所示，理想探空廓线在 900 米以下是等位温的（下垫面除外），在236 

900 米至 1100 米左右有一个明显的逆温层，1100 米以上位温随高度缓慢增加。237 

如图 1(b)所示，两个模式的初始场低层均设置了一个正位温扰动区（热泡）启动238 

对流，热泡中心最大位温扰动数值为 3K，中心高度 500 米，具体设置如下： 239 

𝜃 = {
3 ∗ 𝑐𝑜𝑠2(

𝜋

2
𝑟), (𝑟 ≤ 1)

0, (𝑟 > 1)
，其中𝑟 = √(

𝑥−3800

1200
)

2

+ (
𝑦−3800

1200
)

2

+ (
𝑧−500

300
)

2

， 240 

上式中𝜃是扰动位温，单位是 K；x、y、z 表示三个坐标轴坐标，距离的单241 

位是米。 242 

 243 

图 2 第 3 分钟经过点（x=3800 米，y=3800 米）沿东西方向风场的剖面，矢量线表示风向和244 

风速，填色图表示风速大小（单位：m/s）：(a) 假不可压模式 (b) WRF 模式 245 

Fig. 2 Cross sections of wind fields (u and w composite) (vectors, m/s) and wind velocity 246 

(shaded aera, m/s): (a) Pseudo-incompressible model (b) WRF model through grid point 247 

(x=3800m, y=3800m) at 3rd minute. 248 

由探空廓线的结构特点和初始热泡的设置可以推断，开始模拟后热泡将在浮249 

力的驱动下加速上升，直至到达 900 米以上的逆温层；根据气块理论，干绝热过250 

程中位温守恒，因此到达逆温层后上升气流会受到抑制。图 2 是模拟至 3 分钟时251 

假不可压模式和 WRF 模式得到的风场的垂直剖面，在 1200 米以下两个模式模252 

拟的风场结构大致相同：上升气流的大值区位于 700 米至 900 米之间，但假不可253 

压模式模拟的最大风速不足 3 米/秒，低于 WRF 模式的结果；在 1000 米至 1100254 
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米上升气流的发展受到了明显的抑制，风场转向水平方向；上升气流的发展高度255 

均未能突破 1200 米的高度，但 WRF 模式较假不可压模式更高；两个模式模拟256 

的水平风场分量均为低层辐合中层辐散的结构。假不可压模式和 WRF 模式模拟257 

的风场的主要差异出现在中高层，对比图 2（a）和图 2（b）可以看出在热泡所258 

在水平区域 1200 米高度以上假不可压模式出现了较弱的下沉气流（0.5 米/秒至 1259 

米/秒），而 WRF 模式则几乎没有垂直气流，较好的维持了静力平衡的状态。 260 

 261 

图 3 第 3 分钟经过点（x=3800 米，y=3800 米）沿东西方向扰动气压（填色，单位：Pa）与262 

扰动气压梯度力𝑓1（等值线，单位：10-3 N）的剖面：(a) 假不可压模式 (c) WRF 模式；扰263 

动位势（填色，单位：m2/s2）与力𝑓2（等值线，单位：10-3 N）的剖面：(b) 假不可压模式 (d) 264 

WRF 模式 265 

Fig. 3 Cross sections of perturbation pressure (shaded area, Pa) and perturbation pressure 266 

gradient force 𝑓1  (contour, 10-3 N): (a) Pseudo-incompressible model (b) WRF model; 267 

perturbation geopotential (shaded area, m2/s2) and perturbation mass force 𝑓2 (contour, 10-3 N): (c) 268 

Pseudo-incompressible model (d) WRF model through grid point (x=3800m, y=3800m) at 3rd 269 

minute. 270 
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根据假不可压模式与 WRF 模式的垂直运动方程，写出决定垂直方向空气运271 

动的两个主要的力，即扰动气压梯度力𝑓1 =
𝑔

𝜇𝑑

𝜕𝑝′

𝜕𝜂
，以及一个与干空气柱质量扰272 

动正相关的力𝑓2 = −
𝑔

𝜇𝑑
𝜇𝑑

′
（后文简称质量扰动力）。两个力共同决定干热泡对流273 

试验中上升气流的发展演变。 274 

图 3（a）与图 3（c）分别是第 3 分钟假不可压模式和 WRF 模式模拟的扰动275 

气压和扰动气压梯度力的垂直剖面。扰动气压场两个模式的分布结构大致相同，276 

以负值区域为主，负值中心大致位于 700 米至 900 米，沿东西方向呈对称分布。277 

假不可压模式负值中心的绝对值略大，为-10Pa至-8Pa，而WRF模式为-8Pa至-6Pa。278 

两个模式的扰动气压的计算方法不同得到的结果却差别不大，可能的原因是假不279 

可压模式椭圆方程（公式（18））右端项 𝐹中与气柱质量的扰动𝜇𝑑

′
、位势扰动𝜙′280 

和比容扰动𝛼𝑑
∗′相关的项（即𝐹 中包含𝐺𝑋、𝐺𝑌和𝐺𝑍的项）的量级（尺度分析结281 

果略）大于动压项（空气运动直接引起的气压变化，即𝐹中包含𝐹𝑢、𝐹𝑣和𝐹𝑤的项），282 

对扰动气压的模拟结果起主导作用，决定了扰动气压场的主要分布特征，而动压283 

项对扰动气压场的分布影响较小，起次要作用。另一可能原因是 WRF 模式扰动284 

气压场呈现高频脉动的特性，扰动气压的波动更明显。此外，在下垫面附近两个285 

模式的结果有一定差异，这与椭圆方程使用的下边界条件有关。与扰动气压的结286 

果对应，两个模式模拟的扰动气压梯度力的结构也较为一致，均呈现“上负下正”287 

的分布结构，正负值分界线的高度大约为 800 米， 800 米以下扰动气压梯度力288 

抬升空气块，以上则向下拖曳空气块。假不可压模式的负气压梯度力的最大数值289 

略大。 290 

图 3（b）与图 3（d）分别是第 3 分钟假不可压模式和 WRF 模式模拟的扰291 

动位势和与干空气柱质量扰动相关的力𝑓2的垂直剖面。由图可知，两个模式模拟292 

的扰动位势的分布结构较为接近，大值区均位于约 700 米至 1100 米之间，但假293 

不可压模式得到的极值更大。假不可压模式使用诊断方程（19）式计算扰动位势，294 

而 WRF 模式使用预报方程更新扰动位势，二者计算方法不同，得到的结果也不295 

相同。此外，特别值得关注的是第 3 分钟时假不可压模式与 WRF 模式模拟的质296 

量扰动力𝑓2符号相反，前者为负值后者为正值。由𝑓2的表达式（𝑓2 = −
𝑔

𝜇𝑑
𝜇𝑑

′ ）可297 

知，其符号取决于干空气柱质量的扰动𝜇𝑑
′ ，𝜇𝑑

′ 空间上仅在水平方向变化而与高298 
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度无关，即𝜇𝑑
′ = 𝜇𝑑

′ (𝑥, 𝑦, 𝑡)。对公式（15）进行垂直积分，利用下边界条件299 

𝛺(𝜂 = 1) = 0并略去𝛺(𝜂 = 0)得到， 300 

𝜕𝑡𝜇
𝑑

′
= ∫ (𝜕𝑥𝑈 + 𝜕𝑦𝑉)𝑑𝜂

0

1
    （19） 301 

由公式（19）可知𝜇𝑑

′
随时间演变取决于干空气水平散度的整层积分结果。302 

图4给出了假不可压模式和WRF模式选取的两个点的𝜇𝑑

′
的时间序列，如图4（a）303 

所示初始时刻𝜇𝑑

′
为 0，模拟开始后热泡中心区域的𝜇𝑑

′
迅速变为负值，说明水平304 

散度的整层积分结果为净辐散。大约模拟至 20 秒后𝜇𝑑

′
开始增加，说明辐合大于305 

辐散，至第 180 秒时假不可压模式的𝜇𝑑

′
已经转为正值，而 WRF 模式的𝜇𝑑

′
增大306 

速度较慢，仍为负值。需要指出，从第 50 秒开始至约 270 秒假不可压模式的𝜇𝑑

′
307 

始终大于 WRF 模式，其质量扰动力则始终小于 WRF 模式。综合扰动气压梯度308 

力𝑓1和质量扰动力𝑓2的模拟结果，在𝑓1结果相差不大的情况下，假不可压模式的𝑓2309 

在较长的时间段内始终小于 WRF 模式，并较早转为负值，不利于热泡区域上升310 

气流的发展，随着积分时间增加导致假不可压模式的上升气流弱于 WRF 模式。311 

另一方面在模式的中高层区域，第 180 秒时 WRF 模式的𝑓1约为−4 × 10 −3N至312 

0 × 10 −3N，𝑓2约为3 × 10 −3N至4 × 10 −3N，二力实现准静力平衡，垂直速度几313 

乎为 0；而假不可压模式的𝑓1约为−5.5 × 10 −3N至−1.5 × 10 −3N，𝑓2 约为314 

−5.2 × 10 −3N至−3.7 × 10 −3N，垂直方向上两个力均为负值，导致中高层出现315 

了较为明显的下沉气流。综上，两个模式的扰动气压梯度力𝑓1相差不大，但质量316 

扰动力𝑓2差别较大，𝑓2的差异是本算例中垂直气流模拟结果不同的主要原因。进317 

一步根据前面的分析，𝑓2的差异取决于干空气柱质量的扰动𝜇𝑑

′
，𝜇𝑑

′
则取决于干318 

空气水平散度的整层积分。后续研究会逐层分析水平散度，给出更加详细的解释。319 

此外由图 4（b）可知，距离热泡中心较远的点的干气柱质量扰动𝜇𝑑

′
的变化幅度320 

明显小于热泡中心的幅度，这是合理的。 321 
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 322 

图 4 点（x=3800 米，y=3800 米）处(a)与点（x=2000 米，y=3800 米）处(b)，假不可压模323 

式（Pseudo）与 WRF 模式（WRF）气柱质量扰动𝜇𝑑

′
（Pa）的时间序列 324 

Fig. 4 Time evolution of perturbation mass of dry air column 𝜇𝑑

′
 (Pa) at grid point (x=3800m, 325 

y=3800m) (a) and grid point (x=2000m, y=3800m) (b) from the pseudo-incompressible model 326 

(Pseudo) and WRF model (WRF). 327 
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 328 

图 5 第 3 分钟经过点（x=3800 米，y=3800 米）沿东西方向扰动位温（填色，单位：K）的329 

剖面：(a) 假不可压模式(c) WRF 模式；扰动比容（填色，单位：m3/kg）的剖面：(b) 假不330 

可压模式(d) WRF 模式 331 

Fig. 5 Cross sections of perturbation potential temperature (K): (a) Pseudo-incompressible 332 

model (b) WRF model; perturbation inverse density (contour, m3/kg): (c) Pseudo-incompressible 333 

model (d) WRF model through grid point (x=3800m, y=3800m) at 3rd minute. 334 

图 5（a）与图 5（c）分别是第 3 分钟假不可压模式和 WRF 模式分别模拟的335 

扰动位温。由图可知，两个模式模拟的扰动位温分布结构大致相同，均为“上负336 

下正”的分布，正值区主要位于 600 米至 900 米，负值区主要位于 900 米至 1200337 

米；两个模式模拟的正位温数值相当，而假不可压模式模拟的负位温的最大数值338 

更大。由于干热泡对流试验没有非绝热加热项，因此位温的变化仅仅由于位温的339 

平流引起。两个模式的位温预报方程形式完全相同，得到的模拟结果也较为接近。 340 

图 5（b）与图 5（d）分别是第 3 分钟假不可压模式和 WRF 模式分别模拟的扰341 

动比容。扰动比容的结果对比与扰动位温一致，不同之处在于两个模式扰动比容342 

的计算公式不同，假不可压模式的扰动比容根据其定义式计算，而 WRF 模式则343 
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通过静力平衡关系式诊断。 344 

 345 

图 6 点（x=3800 米，y=3800 米，𝜂=0.4）处(a)与点（x=2000 米，y=3800 米，𝜂=0.4）346 

处(b)，假不可压模式（Pseudo，红线）与 WRF 模式（WRF，蓝线）气压扰动的347 

时间序列（单位：Pa）； 348 

Fig. 6 Time evolution of perturbation pressure (Pa) at grid point (x=3800m, y=3800m, 𝜂=0.4) (a) 349 

and grid point (x=2000m, y=3800m, 𝜂=0.4) (b) from the pseudo-incompressible model (Pseudo) 350 

and WRF model (WRF). 351 

图 6（a）与图 6（b）分别是在模拟区域中选取的两个空间点的扰动气压随352 

时间的变化。根据前面分析可知，在第 3 分钟时热泡对流受到逆温结构的抑制，353 

在重力和浮力的作用下会激发重力内波。由图 6 可以看出，WRF 模式模拟的扰354 

动气压的时间序列呈现出高频脉动特征，这是由于 WRF 模式全弹性完全可压缩355 

的动力框架包含了声波；而假不可压模式气压时间序列则较为平滑，表明假不可356 

压模式滤除了声波。滤除声波是假不可压理论的本质特性，改进后的假不可压模357 

式滤除了声波，这是对假不可压模式 2018 的一大改进。假不可压模式与 WRF358 

模式扰动气压的变化趋势在 900 秒之前较为一致，之后出现了一定的差异，反映359 
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出随着积分时间的变长两个模式的差异也在累积和放大。此外，对比图 6（a）360 

与图 6（b）纵坐标的数值可以看出两个模式靠近热泡中心区域的点扰动气压的361 

振动幅度均较大，而远离热泡中心的点的数值则较小，这显然是合理的。 362 

模拟本论文的算例，假不可压模式和 WRF 模式的计算效率基本相当，模拟363 

一个动力时步需要的机时（单核串行计算）约为 0.03 秒至 0.04 秒，假不可压模364 

式求解椭圆方程的迭代次数约为 3 至 7 次，迭代计算耗费的机时抵消了不再使用365 

时步分裂算法的优势。Xue and Thorpe（1991）求解椭圆方程的迭代次数小于 10366 

次，而 Konor（2014）研究中模式水平网格分辨率设为 50km 时，迭代次数一般367 

为 15 次，参考上述结果，本文算例的迭代次数是合理的。下一步拟采用共轭梯368 

度法求解系数矩阵，实现椭圆方程的高效求解。另一重要问题是积分时间步长和369 

积分稳定性，通过算例测试假不可压模式将时间步长增大至 2 秒，无法稳定积分；370 

WRF 模式使用 2 秒步长仍保持稳定，但将步长增大至 3 秒则会崩溃；两个模式371 

出现不稳定的原因均为垂直速度的计算出现异常。上述结果表明增大积分时间步372 

长、提高计算效率是一个系统性的工程，使用滤除声波控制方程提供了理论基础，373 

但并不充分，还需改进数值求解方案。如何增大时间步长的情况下保持积分稳定，374 

需要后续研究解决。 375 

4.总结与讨论 376 

4.1 总结 377 

2018 年的工作中我们使用假不可压理论，初步在地形追随质量坐标系（η378 

坐标系）下建立了假不可压模式。该模式与 WRF 模式进行理想个例对照数值试379 

验，结果表明假不可压模式的结果是合理可信的。然而假不可压理论的本质特征380 

是滤除了声波，假不可压模式由于控制方程选择（使用状态方程）和模式框架设381 

计（保留声波时步循环）等原因未能实现滤除声波的目标。 382 

本文针对上述问题改进了假不可压模式动力框架，首先重新推导了假不可压383 

控制方程，该方程形式上与假不可压模式 2018 的控制方程有实质区别，一方面384 

是连续方程预报量不同，另一方面扰动气压、扰动位势、扰动比容的计算公式也385 

不同，最为关键的区别是新版本使用椭圆方程求解气压，从动力理论层面保证了386 

声波的滤除，而假不可压模式 2018 使用气体状态方程诊断气压；其次我们提出387 

了一套新的数值求解方案，最重要的改进是时间积分方案不再使用时步分裂算法，388 
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且所有预报方程使用显式格式求解。利用改进后的假不可压模式和 WRF 模式进389 

行了理想干热泡对流数值试验。试验结果表明一方面假不可压模式模拟的动力场390 

和热力场总体分布与 WRF 模式比较接近，总体上合理，但模拟后期仍有一定区391 

别，需要进一步改进和完善；另一方面假不可压模式模拟的气压扰动时间序列较392 

为平滑，证明声波已被滤除，这是一个重要改进。 393 

4.2 讨论 394 

在干热泡对流理想数值试验中，假不可压模式与 WRF 模式的模拟结果仍然395 

存在一定的差异，尤其值得注意的是前者中高层出现的下沉气流，这一结果是否396 

合理需要进一步的考证分析。下一步拟使用假不可压模式测试更多的理想算例，397 

比如山脉波、重力波、重力流等，来评估和检验假不可压模式的动力框架，并持398 

续改进和完善。 399 

另一重要方面是模式的计算效率。对于本文算例，假不可压模式和 WRF 模400 

式的计算效率基本相当，假不可压模式的优势是时间积分方案简洁，劣势是迭代401 

法求解椭圆方程不够高效。理论上假不可压模式滤除了声波，可以使用更大的时402 

间步长，然而实际测试表明假不可压模式保持积分稳定的时间步长略小于 WRF403 

模式。一个原因是 WRF 模式使用时步分裂算法，使用 2 秒时间步长，对应声波404 

时步为 1/3 秒，仍小于假不可压模式的 1 秒步长；另一可能原因是 WRF 模式垂405 

直风速使用隐式格式，假不可压模式使用显式格式，显式格式对时间步长的要求406 

更严格。后续拟采用更加高效的椭圆方程数值求解算法，提高单个时步的求解效407 

率；进一步改进垂直风速的算法，实现更大时间步长稳定积分，提高模拟效率。 408 

完善干动力框架后，拟建立包含湿过程的假不可压湿动力框架，并耦合自主409 

研发的云微物理方案，实现对对流云的模拟。最终目标是自主建立一套适用于模410 

拟中小尺度强对流天气的区域中尺度数值模式。 411 

 412 

 413 

 414 

 415 

  416 
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