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中国科学院重大创新项目ＫＺＣＸ２２０８、中国科学院百人计划项目 “气候与植被相互作用”和国家自然科

学基金资助项目４０２７５０２３共同资助

非线性发展方程的非守恒格式的

计算稳定性问题

林万涛　谢正辉

（中国科学院大气物理研究所大气科学和地球流体力学数值模拟国家重点实验室，北京　１０００２９）

摘　要　　针对非线性发展方程的非守恒格式，以一维浅水波方程为例，对非守恒格式的

计算稳定性进行了研究分析，探讨了非线性发展方程的非守恒格式与初值的关系。理论分

析和数值试验表明，在格式结构已经确定的情况下，非守恒格式的计算稳定性主要由初值

的形式所决定。
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１　引言

近代研究表明，大气和海洋的运动、发展与变化遵从非线性规律。描述大气和海

洋运动的方程是一类比较复杂的非线性偏微分方程，通常称之为非线性发展方程。基

于描述大气和海洋运动的非线性发展方程本身的复杂性，很难求得解析解，由此就必

须将其进行离散化后数值求解。

大气和海洋系统短期运动的主要特点是能量守恒。对这类问题进行数值求解时使

用最多的是有限差分格式，因此，能否设计出长时间计算稳定的差分格式是一个关键

性问题。正是基于这种情况，曾庆存等［１，２］和季仲贞［３，４］系统地研究了绝热或无耗散情

况下非线性发展方程的计算稳定性问题，探讨了产生非线性计算不稳定的原因，首先

构造了计算稳定的隐式完全平方守恒差分格式。之后，季仲贞等［５，６］和王斌等［７～１０］又设

计发展了计算稳定的显式完全平方守恒差分格式。最近，陈嘉滨和季仲贞［１１］研究了保

持总能量守恒的半拉格朗日平方守恒格式。季仲贞等［１２］对总能量守恒和辛几何算法之

间的关系也进行了讨论。林万涛等［１３］分析了大气和海洋短期运动与守恒及非守恒格式

的关系，进一步证实了对大气和海洋系统的短期运动问题用平方守恒格式进行数值求

解是稳定的，而用非守恒格式则是不稳定的。所以用平方守恒格式解决这类问题有更

多的优势。

大气和海洋的中、长期运动一般情况下能量是不守恒的。由于大气和海洋运动本

质上的非线性，其中、长期运动状态依赖于基态 （初始场）。基态的改变会导致大气和

海洋运动的改变［１４］。在中、长期数值天气预报和海流数值模拟中，对非线性大气海洋



动力学方程组同样需要使用有限差分格式进行数值求解。因此，研究非线性发展方程

离散为差分格式后与初值的关系，就具有十分重要的意义。对非线性发展方程的非平

方守恒格式，林万涛等［１５］给出了一种判定其是否计算稳定的新方法。同时，林万涛

等［１６］对非线性发展方程的平方守恒格式和非平方守恒格式进行了比较分析，证实了平

方守恒格式和非平方守恒格式的计算稳定性是完全不同的。本文针对非线性发展方程

的非守恒格式，以一维浅水波方程为例，对非守恒格式的计算稳定性进行了研究分析，

探讨了非线性发展方程的非守恒格式与初值的关系。

２　方程和差分格式

考虑一维非线性浅水波方程的初值问题，
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其中，φ＝犵ξ，Φ＝犵犺，ξ是波面起伏；犵是重力加速度，犺是水深，均为常数。

对问题 （１），取Ｃ网格，采用如下差分格式。

格式１（ＣＴＣＳ格式）：

狌狀＋１犼＋１／２－狌
狀－１
犼＋１／２

２Δ狋
＋狌

狀
犼＋１／２
狌狀犼＋３／２－狌

狀
犼－１／２

２Δ狋
＋φ

狀
犼＋１－φ

狀
犼－１

２Δ狋
＝０，　　 （２）

φ
狀＋１
犼 －φ

狀－１
犼

２Δ狋
＋狌

狀
犼＋１／２
φ
狀
犼＋１－φ

狀
犼－１

２Δ狓
＋（Φ＋φ

狀
犼）
狌狀犼＋３／２－狌

狀
犼－１／２

２Δ狓
＝０． （３）
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　　格式３（ＢＴＣＳ格式）：
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３　差分格式的计算稳定性分析

参照文献 ［１５］，我们将对格式１～４进行计算稳定性分析。以格式１为例，将

（２）、（３）式作Ｔａｙｌｏｒ展开，略去上下标可得：

狌
狋
＋狌

狌
狓
＋
φ
狓
＝－

１
６

３狌
狋

３Δ狋
２
－
１
６
狌

３狌
狓

３Δ狓
２
－
１
６

３
φ

狓
３Δ狓

２
＋犗（Δ狋４，Δ狓４）． （１０）

φ
狋
＋狌
φ
狓
＋（Φ＋φ）

狌
狓
＝－

１
６

３狌
狋
３Δ狋

２
－
１
６
狌

３
φ

狓
３Δ狓

２
－
１
６
（Φ＋φ）


３狌
狓

３Δ狓
２

＋犗（Δ狋４，Δ狓４）． （１１）

　　由 （１０）、（１１）式可以看出：
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　　 （１２）式对狋微分，得：


２狌
狋

２ ＝－
狌
狋
狌
狓
－狌


２狌

狋狓
－

２
φ

狋狓
＋犗（Δ狋２，Δ狓２）． （１４）

　　 （１２）式对狓微分，得：
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　　 （１３）式对狓微分，得：
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　　把 （１２）、（１５）、（１６）式代入 （１４）式，得：
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　　类似地，可得：
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将 （１９）、（２０）式代入 （１０）、（１１）式，可得格式１的修正微分方程：
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同样，可求出格式２～４的修正微分方程为
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２，Δ狋Δ狓）． （２３）

φ
狋
＋狌

φ
狓
＋（Φ＋φ）

狌
狓
＝－２狌

狌
狓
φ
狓
Δ狋－

１
２
φ
（ ）狓

２

Δ狋－（Φ＋φ）
狌
（ ）狓

２

Δ狋

＋３狌
φ
狓

狌
（ ）狓

２

Δ狋
２
＋
４
３
狌
狓

φ
（ ）狓

２

Δ狋
２
＋（Φ＋φ）

狌
（ ）狓

３

Δ狋
２

＋
１
２
（Φ＋φ）（Δ狓－２狌Δ狋）


２狌
狓

２＋
１
２
狌Δ狓－（狌２＋Φ＋φ）Δ［ ］狋 

２
φ

狓
２

＋
１
６
Δ狋
２ ９狌２φ

狓
＋１８（Φ＋φ）狌

狌
狓
＋７（Φ＋φ）

φ
［ ］狓


２
φ

狓
２

＋
１
６
Δ狋
２ ９狌２ 

狌
狓
＋９狌

φ
狓
＋８（Φ＋φ）

狌
［ ］狓


２
φ

狓
２

＋
１
６
狌３Δ狋

２
３
φ

狓
３＋
１
２
（Φ＋φ）狌Δ狋

２
３
φ

狓
３＋
１
２
（Φ＋φ）狌

２
Δ狋
２ 

３狌
狓

３

＋
１
６
（Φ＋φ）

２
Δ狋
２ 

３狌
狓

３－
１
６
狌Δ狓

２
３
φ

狓
３－
１
６
（Φ＋φ）Δ狓

２ 
３狌
狓

３＋犗（Δ狋
２，Δ狋Δ狓）．（２４）

狌
狋
＋狌

狌
狓
＋
φ
狓
＝
１
２
狌
狓
φ
狓
Δ狋－

７
６
狌
（ ）狓

２
φ
狓
Δ狋
２
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＋
１
２
（狌２＋Φ＋φ）Δ狋


２狌
狓

２＋狌Δ狋

２
φ

狓
２

－
１
６
Δ狋
２ ９狌２ 

狌
狓
＋１８狌

φ
狓
＋１１（Φ＋φ）

狌
［ ］狓


２狌
狓

２

－
１
６
Δ狋
２ １８狌

狌
狓
＋４
φ
（ ）狓 

２
φ

狓
２－
１
３
狌３Δ狋

２ 
３狌
狓

３－（Φ＋φ）狌Δ狋
２ 

３狌
狓

３－狌
２
Δ狋
２

３
φ

狓
３

－
１
３
（Φ＋φ）Δ狋

２
３
φ

狓
３－
１
６
狌Δ狓

２ 
３狌
狓

３－
１
６
Δ狓

２
３
φ

狓
３＋犗（Δ狋

２，Δ狋Δ狓２）． （２５）

φ
狋
＋狌

φ
狓
＋（Φ＋φ）

狌
狓
＝－

１
２
φ
（ ）狓

２

Δ狋＋
４
３
狌
狓

φ
（ ）狓

２

Δ狋
２

＋（Φ＋φ）狌Δ狋

２狌
狓

２＋
１
２
（狌２＋Φ＋φ）Δ狋


２
φ

狓
２

－
１
６
Δ狋
２ ９狌２φ

狓
＋１８（Φ＋φ）狌

狌
狓
＋５（Φ＋φ）

φ
［ ］狓


２狌
狓

２

－
１
６
Δ狋
２ ９狌２ 

狌
狓
＋７（Φ＋φ）

狌
［ ］狓


２
φ

狓
２－
１
３
狌３Δ狋

２
３
φ

狓
３－（Φ＋φ）狌Δ狋

２
３
φ

狓
３

－（Φ＋φ）狌
２
Δ狋
２ 

３狌
狓

３－
１
３
（Φ＋φ）

２
Δ狋
２ 

３狌
狓

３－
１
６
狌Δ狓

２
３
φ

狓
３

－
１
６
（Φ＋φ）Δ狓

２ 
３狌
狓

３＋犗（Δ狋
２，Δ狋Δ狓２）． （２６）

狌
狋
＋狌

狌
狓
＋
φ
狓
＝－狌

狌
（ ）狓

２

Δ狋－
３
２
狌
狓
φ
狓
Δ狋＋狌

狌
（ ）狓

３

Δ狋
２
＋
１１
６
狌
（ ）狓

２
φ
狓
Δ狋
２

＋
１
６
Δ狋
２ ９狌２ 

狌
狓
＋１２狌

φ
狓
＋７（Φ＋φ）

狌
［ ］狓


２狌
狓

２＋
１
６
Δ狋
２ １５狌

狌
狓
＋５
φ
（ ）狓 

２
φ

狓
２

＋
１
６
狌３Δ狋

２ 
３狌
狓

３＋
１
２
（Φ＋φ）狌Δ狋

２ 
３狌
狓

３＋
１
２
狌２Δ狋

２
３
φ

狓
３＋
１
６
（Φ＋φ）Δ狋

２
３
φ

狓
３

－
１
６
狌Δ狓

２ 
３狌
狓

３－
１
６
狌Δ狓

２
３
φ

狓
３＋犗（Δ狋

２，Δ狋Δ狓２）． （２７）

φ
狋
＋狌

φ
狓
＋（Φ＋φ）

狌
狓
＝－２狌

狌
狓
φ
狓
Δ狋－

１
２
φ
（ ）狓

２

Δ狋－（Φ＋φ）
狌
（ ）狓

２

Δ狋

＋３狌
φ
狓

狌
（ ）狓

２

Δ狋
２
＋
４
３
狌
狓

φ
（ ）狓

２

Δ狋
２
＋（Φ＋φ）

狌
（ ）狓

３

Δ狋
２

＋
１
６
Δ狋
２ ９狌２φ

狓
＋１８（Φ＋φ）狌

狌
狓
＋７（Φ＋φ）

φ
［ ］狓


２狌
狓

２

＋
１
６
Δ狋
２ ９狌２ 

狌
狓
＋９狌

φ
狓
＋８（Φ＋φ）

狌
［ ］狓


２
φ

狓
２＋
１
６
狌３Δ狋

２
３
φ

狓
３

＋
１
２
（Φ＋φ）狌Δ狋

２
３
φ

狓
３＋
１
２
（Φ＋φ）狌

２
Δ狋
２ 

３狌
狓

３＋
１
６
（Φ＋φ）

２
Δ狋
２ 

３狌
狓

３

－
１
６
狌Δ狓

２
３
φ

狓
３－
１
６
（Φ＋φ）Δ狓

２ 
３狌
狓

３＋犗（Δ狋
２，Δ狋Δ狓２）． （２８）

要使格式１～４计算稳定，则（２１）～（２８）式右端的二阶耗散系数必须为正
［１７］。这自然要

求二阶耗散系数在狋＝０时亦为正
［１５］，于是有以下定理。

定理１　一维非线性浅水波方程差分格式１ （ＣＴＣＳ格式）和格式４ （ＬａｘＷｅｎ

ｄｒｏｆｆ格式）计算稳定的必要条件为

①狌（狓，０）＞０；　　②
狌（狓，０）

狓
≥０；　　③

φ（狓，０）

狓
＞０．
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　　定理２　一维非线性浅水波方程差分格式２（ＦＴＢＳ格式）计算稳定的必要条件为

①狌（狓，０）＞０；　　②
狌（狓，０）

狓
≥０；　　③

φ（狓，０）

狓
＞０；

④
狌（狓，０）Δ狋
Δ狓

≤ｍｉｎ
１
２
， 狌２（狓，０）

狌２（狓，０）＋Φ＋φ（狓，０
｛ ｝）．

　　定理３　一维非线性浅水波方程差分格式３（ＢＴＣＳ格式）计算稳定的必要条件为

①狌（狓，０）＞０；　　②
狌（狓，０）

狓
≤０；　　③

φ（狓，０）

狓
≥０．

４　数值试验

为进一步探讨非线性发展方程的非守恒格式与初值的关系，针对一维非线性浅水

波方程的非守恒格式１～４，我们做如下的数值试验。取如下两个初值：

（１）狌（狓，０）＝狓，φ（狓，０）＝犵（１－ｅ
－狓）；

（２）狌（狓，０）＝ｓｉｎ２π狓；φ（狓，０）＝犵ｃｏｓ２π狓．

其中，０≤狓≤１０，０≤狋≤１００，犺＝１０。

取Δ狓＝０．１，Δ狋＝０．０１，计算结果如表１。

表１　数值试验计算结果 （犈为格式的总能量）

步数
初值１

１ １０ １０２ １０３ １０４

初值２

１ １０ １０２ １０３ １０４

格式１（犈）５０８９．８１２ ５０９０．４６０ ５２９１．６２４ ４１７０．５６４ ４０９０．０６６ ２４５６．５６０２５９３．９３１４０６８．６００２．４１９×１０７３．９４５×１０１２

格式２（犈）５０８９．８１２ ４２３１．３２１ ３８５９．７４２ ３０１２．４５５ ２８９８．７０４ ２４５６．５６０２６８９．６４５４５７７．４１２３．５６４×１０６４．６７８×１０１０

格式３（犈）５０８９．８１２ ５２７６．３４１ ７８６９．４６７４．３２５×１０８６．２４３×１０１４ ２４５６．５６０２８９７．８９３５１２１．７５９６．５４２×１０７２．６５７×１０１３

格式４（犈）５０８９．８１２ ４８３５．７６５ ４５３６．３７８ ３９４８．６７２ ３１５７．９８４ ２４５６．５６０２５７９．３１９４１４３．８７４５．３１５×１０５７．４７４×１０９

由计算结果可以看出，格式１、２、４对初值１是计算稳定的，这是由于初值１满足

定理１、２所给定的计算稳定的必要条件。同时，由于初值２不满足定理１、２所给定的

计算稳定的必要条件，格式１、２、４对初值２是计算不稳定的。对初值１、２，格式３

均不满足定理３所给定的计算稳定的必要条件，因此是计算不稳定的。

５　结论

通过理论分析与数值试验，可以得出如下结论：

（１）非线性发展方程的非守恒格式的计算稳定性与初值是密切相关的。在格式结

构已经确定的情况下，非守恒格式的计算稳定性主要由初值的形式所决定。这说明非

线性发展方程在离散化后其运动状态仍然依赖于基态 （初始场）。

（２）由计算稳定性分析所得到的稳定性判据是判定非线性发展方程的非守恒格式

计算稳定的必要条件。
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ｅｎ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｔｅｓｔｓ，ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐａｍｏｎｇｔｈｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙ，ｔｈｅｃｏｎ

ｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓｃｈｅｍｅｓ，ａｎｄｔｈｅｆｏｒｍｏｆｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓｉｓｆｕｒｔｈｅｒｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈｒｏｕｇｈ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｔｅｓｔｓｔｈａｔｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅｓｉｓｎｏｔ

ｏｎｌｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｎｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｓｃｈｅｍｅ，ｂｕｔａｌｓｏｏｎｔｈｅｆｏｒｍｏｆｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｓａｎｄｔｈｅｉｒｐａｒｔｉａｌｄｅｒｉｖａ

ｔｉｖｅｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎ；ｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｃｈｅｍｅ；ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙ；ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

６１５ 　　 大　　气　　科　　学 ２８卷　


