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分析法

评估了这些迎风偏斜格式的耗散误差与频散误差$结果表明!偶阶精度格式的数值相速度快于实际相速度!而奇

阶精度格式的数值相速度慢于实际相速度$并且!偶阶精度格式的耗散误差与频散误差低于相邻的奇阶精度格

式$为了检验这些格式的计算性能!在一维问题上进行了应用$首先!考虑恒定风场条件下的一维平流试验$主

要选择两种不同的初始条件来评价数值格式的精度!这两种试验问题分别是高斯函数&方波函数$试验结果表

明!随着数值格式精度的提高!数值格式的误差逐渐减小$而对于高于六阶精度的格式来说!改进的程度并不是

很大$其次!应用各阶格式到具有两种不同初始条件的无粘
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方程$数值结果表明!随着数值格式阶数的

增加!数值结果也得到了明显改进$而对于高于六阶精度的格式来说!进一步的变化并不明显$总之!在兼顾效

率与精度条件下六阶迎风偏斜格式是最好的$
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引言

有限差分格点所能分辨的最短波长是
#

倍格距

波$高频波的存在不但会引入计算误差!而且会导

致数值不稳定$迎风有限差分法可以通过引入数值

耗散来有效衰减高波数部分$然而!数值耗散有可

能超越物理扩散$这样!迎风格式需要合理地设计

来产生适宜的数值耗散$为了减小数值耗散!已经

发展了二阶
&/-O1*

R

格式)

"

*

&基于三次迎风插值的

三阶格式)
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&单调保持的
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&应用
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(方法求解的二阶全隐式差分格

式)

@

*等等$由于需要控制数值耗散与改进数值解精

度!高精度迎风格式的发展显得尤其重要$高阶迎

风有限差分格式因其较小的数值耗散已经被应用于

湍流数值模拟$

[0(

和
<-()

)

>

*利用具有五阶精度

的迎风偏斜差分格式!直接模拟不可压槽道湍流问

题!其五阶迎风偏斜逼近式是由非等距
L0

D

/0)

D

*

插值多项式而得$由于
L0

D

/0)

D

*

插值多项式的系

数求解非常复杂!因此用它来构造高阶精度有限差

分逼近格式是困难的)

>

*

$

J/*5P07T

等)

?

*提出了一

般时间向前差迎风平流算子!比较了一阶到十阶迎

风平流格式!在同时考虑效率与精度时得出六阶格

式是一种最好的格式$此迎风平流格式是利用网格

点上的值通过
L0

D

/0)

D

*

多项式插值得到$最近!

L(

)
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*给出了具有任意阶精度的一般显式有限差分公

式!此公式是以泰勒展开式为基础!利用范德蒙行

列式性质而得到的$利用此公式可以直接得到基于

等距与非等距网格的一阶或更高阶导数的数值近似

值!还可以构造出微分方程和偏微分方程的差分格

式$本文利用此一般显式有限差分公式!构造出基

于等距网格的一阶至十阶精度迎风偏斜格式!同时

对这些迎风偏斜格式进行比较分析!并得到一个最

优的格式$

>
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高精度有限差分方法

考虑如下一维线性平流方程及对应的半离散化

方程%
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的差分逼近式$

一阶导数的一般差分逼近式可以直接通过在网

点上函数值的线性组合来表示$'

#

(式中的导数逼

近式
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可直接通过离散函数
-

B

的线性组合来

表示$
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*给出如下具有任意阶精度的一般显式有

限差分公式!
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可根据精度的需要!选择适当个数的网格基架

点数$构成二阶精度的逼近式需要三个网格基架

点!三个网格基架点可以构造三种二阶精度的差分

逼近式$构造
,

阶精度的格式需要
,E"

个网格

基架点!

,E"

个网格基架点可以构造
,E"

种
,

阶精度的差分逼近式$在本文中!导数的逼近式中

更多地利用了上游点上的函数值 '指相对于波的传

播方向而言(!这类格式称为迎风偏斜格式$这一

点从物理上考虑是很容易理解的!因为波是从上游

传下来的$下面给出具体的逼近一阶导数的一阶至

十阶迎风偏斜格式%

一阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

9

'

I

+

B

I

"

E

+

B

(! '

"$
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二阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

#9

'

+

B

I

#

I

@

+

B

I

"

E

!

+

B

(! '

""
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三阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

?9

'
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B

I

#

I

?

+

B

I

"

E

!

+

B

E

#

+

B

E

"

(! '

"#

(

四阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

"#9

'

I

+

B

I

!

E

?

+

B

I

#

I

"G

+

B

I

"

E

"$

+

B

E

!!

!

+

B

E

"

(! '

"!

(

五阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

?$9

'

I

#

+

B

I

!

E

">
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B

I

#

I

?$

+

B

I

"

E

!!

#$

+

B

E

!$

+

B

E

"

I

!

+

B

E

#

(! '

"@

(

六阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

?$9

'

+

B

I

@

I

G
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B

I

!

E

!$

+

B

I

#

I

G$
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B

I

"

E

!!

!>

+

B

E

#@

+

B

E

"

I

#

+

B

E

#

(! '

">

(

七阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

@#$9

'

!

+

B

I

@

I

#G

+

B

I

!

E

"#?

+

B

I

#

I

!!

@#$

+

B

I

"

E

"$>

+

B

E

#>#

+

B

E

"

I

@#

+

B

E

#

E

@

+

B

E

!

(!

'

"?

(

八阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

G@$9

'

I

!

+

B

I

>

E

!$

+

B

I

@

I

"@$

+

B

I

!

E

!!

@#$

+

B

I

#

I

"$>$

+

B

I

"

E

!%G

+

B

E

@#$

+

B

E

"

I

!!

?$

+

B

E

#

E

>

+

B

E

!

(! '

"%

(

九阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

#>#$9

'

I

@

+

B

I

>

E

@>

+

B

I

@

I

#@$

+

B

I

!

E

!!

G@$

+

B

I

#

I

#>#$

+

B

I

"

E

>$@

+

B

E

"?G$

+

B

E

"

I

!!

!?$

+

B

E

#

E

?$

+

B

E

!

I

>

+

B

E

@

(! '

"G

(

十阶迎风偏斜格式%

+

K

'

F

B

(

G

"

#>#$9

'

#

+

B

I

?

I

#@

+

B

I

>

E

"!>

+

B

I

@

I

!!

@G$

+

B

I

!

E

"#?$

+

B

I

#

I

!$#@

+

B

I

"

E

A#@

+

B

E

!!

"@@$

+

B

E

"

I

#%$

+

B

E

#

E

@$

+

B

E

!

I

!

+

B

E

@

(

:

'

"A

(

?

!

数值格式的
@#A'(3'

分析

对线性问题!当求解区域为)

\

]

!

^

]

*或在

有限区域)

\'

!

E'

*的边界上满足周期条件!则问

题的解可通过
E-./(*/

级数来表示$

E-./(*/

分析

法)

G

*为取初值为单个
E-./(*/

分量!用以研究数值

解的精度与行为$通过
E-./(*/

分析法可了解不同

%@#

#

期
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尺度量离散导数的逼近精度$在单纯进行精度分析

时并不要求被离散的函数是线性的$现在考虑线性

问题!取初值为
-

'

F

!

$

(

*̀Q

6

'

(JF

(!方程'

"

(的准

确解为

!

-

'

F

!

"

(

G

*Q

6

)

(J

'

F

I

0"

(*! '

#$

(

取
-

'

F

B

!

$

(

*̀Q

6

'

(JF

B

(为初值!则差分方程'

#

(的

准确解为

!

-

'

F

B

!

"

(

G

*Q

6

I

0J

9

#

' (

"

*Q

6

/J

F

B

I

0

8

#

' (

) *

"

!

'

#"

(

其中
#GJ

"

F

!

9

与数值耗散有关!

8

与数值波的传

播速度有关$对具体的格式可以求出
9

与
8

的分

析表达式来$对照式 '

#$

(和式 '

#"

(可知!对取定

波数
J

!数值解逼近准确解!要求

!

9

+

#

*

$

!

8

+

#

*

"

!

'

#

G

J

"

F

(! '

##

(

它们的逼近程度反映了格式的精度$下面给出一阶

至十阶迎风偏斜格式
9

与
8

随
#

的变化情况$

图
"

!

一阶至十阶迎风偏斜格式的频散误差

E(

D

:"

!

J'*K(+

6

*/+(-)*//-/+-2.

6

O()KCP(0+*K+7'*5*+2-/-/C

K*/+"4'/-.

D

'"$

在图
"

和图
#

中!给出了一阶至十阶迎风偏斜

格式的频散误差和耗散误差!其中曲线
"

&

#

&

!

&

@

&

>

&

?

&

%

&

G

&

A

&

"$

依次对应为一阶格式&二阶格式&

三阶格式&四阶格式&五阶格式&六阶格式&七阶

格式&八阶格式&九阶格式&十阶格式!曲线
$

为
8

G#GJ

"

F

曲线!它对应于微分方程的准确解$从

图
"

可以看出!对低波分量!各种格式都能较好地

逼近准确解$并且!偶阶精度格式的数值相速度快

于实际相速度!而奇阶精度格式的数值相速度慢于

实际相速度$与低阶精度格式相比!高精度格式对

中高波分量有较好的模拟能力$此外!偶阶精度迎

风偏斜格式的频散性明显小于相邻的奇阶精度迎风

偏斜格式$从图
#

可以看出!各阶格式在低波段有

较小的数值耗散!在高波段有着较大的数值耗散$

在低波段奇阶精度迎风偏斜格式耗散性高于相邻的

图
#

!

一阶至十阶迎风偏斜格式的耗散误差

E(

D

:#

!

J'*K(++(

6

04(-)*//-/+-2.

6

O()KCP(0+*K+7'*5*+2-/-/C

K*/+"4'/-.

D

'"$

偶阶精度迎风偏斜!在高波段奇阶精度迎风偏斜格

式耗散效应明显低于相邻的偶阶精度迎风偏斜格

式$

B

!

线性平流试验

为了进一步比较一阶至十阶迎风偏斜格式的性

能!我们以方波和高斯波的初值问题为例进行计算$

时间导数的差分逼近的方法有%'

"

(采用多层

结构!这就要求知道前时间层的值!如三层结构/

'

#

(

L0QCa*)K/-22

型的多步格式$该方法对于常

系数的情况!可构造简单且计算量小的高阶精度差

分格式!但在一般非常系数的情况下!方法极为复

杂/'

!

(

[CZ

型的多步法$该方法发展较为成熟!

逻辑简单!且可占用较少的内存$

时间导数的差分逼近采用三阶精度的
[CZ

三

步方法)

A

*

$设
'

'

-

(为
"

-

+

"

F

的差分逼近式!则对

于方程 '

"

(!三阶精度的三步方法有以下形式

-

'

"

(

G

-

'

$

(

E

0

"

"'

'

-

'

$

(

(!

-

'

#

(

G

!

@

-

'

$

(

E

"

@

-

'

"

(

E

"

@

0

"

"'

'

-

'

"

(

(!

-

'

!

(

G

"

!

-

'

$

(

E

#

!

-

'

#

(

E

#

!

0

"

"'

'

-

'

#

(

%

&

'

(!

'

#!

(
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空间导数的差分逼近选择空间一阶至十阶迎风偏斜

格式$

给定方波的初始条件%

-

'

F

(

L

"

G

$

G

$

!

F

+

!

+

!#

!

"

!

!

+

!#

,

F

,

A

+

!#

!

$

!

F

(

A

+

!#

%

&

'

!

'

#@

(

计算时选取常数
0

为
"

!柯朗数为
@-G0

"

"

+

"

F`

$:"

!空间步长为
"

F "̀

+

"#G

!计算区域)

$

!

"

*选
$

用周期边界条件!计算
"#G$

个时间步长刚好是一

个周期!也就是说在此理想情况下最终状态与初始

状态保持一致$计算结果如图
!

所示$

图
!

!

方波平流迎风偏斜格式的数值结果%'

0

(一阶格式/'

P

(二阶格式/'

7

(三阶格式/'

K

(四阶格式/'

*

(五阶格式/'

2

(六阶格式

E(

D

:!

!

;.5*/(701/*+.14+-2.

6

O()KCP(0+*K+7'*5*+2-/4'*0KS*74(-)-20+

V

.0/*O0S*

%'

0

(

2(/+4C-/K*/+7'*5*

/'

P

(

+*7-)KC-/K*/+7'*5*

/

'

7

(

4'(/KC-/K*/+7'*5*

/'

K

(

2-./4'C-/K*/+7'*5*

/'

*

(

2(24'C-/K*/+7'*5*

/'

2

(

+(Q4'C-/K*/+7'*5*

给定高斯波的初始条件%

-

'

F

(

L

"

G

$

G

*Q

6

)

I

@$$

'

F

I

$:>

(

#

*

:

'

#>

(

计算时选取常数
0

为
"

!柯朗数为
@-G0

"

"

+

"

F`

$:"

!空间步长为
"

F "̀

+

"#G

!计算区域)

$

!

"

*选用

周期边界条件!计算
"#G$

个时间步长刚好是一个

周期!也就是说在此理想情况下最终状态与初始状

态保持一致$计算结果如图
@

所示$

在图
!

和图
@

中!给出了一阶至六阶迎风偏斜

格式在两个不同初始条件下的数值结果$从图
!

与

图
@

可以看出!一阶格式具有很强的耗散性!而二

阶格式的耗散性减小!但是存在一定程度的频散

性$对于方波分布!高于二阶精度的高精度迎风偏

斜格式的耗散性与频散性明显减小!相对于频散性

来说!各阶格式的耗散性是较小的!而偶阶精度迎

风偏斜格式的频散性明显低于相邻的奇阶精度迎风

偏斜格式$并且!六阶精度迎风偏斜格式的数值解

与解析解最为接近$而对于高斯分布!六阶迎风偏

斜格式的数值解与解析解更为接近$

J0T07+

)

"$

*给出三种指标来衡量差分格式的优

劣!这三种指标分别是总误差!耗散误差!频散误

差$总误差由均方差来定义!

M

G

"

2

#

B

'

NJ

I

NY

(

#

! '

#?

(

这里!

NJ

为准确解!

NY

为数值解!

2

为空间网格点

的总数$'

#?

(式可以写为

M

G"

#

'

NJ

(

E"

#

'

NY

(

I

#

#

"

'

NJ

(

"

'

NY

(

E

'

-

NJ

I-

NY

(

#

!

'

#%

(

A@#

#
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图
@

!

高斯平流迎风偏斜格式的数值结果!其余同图
!

E(

D

:@

!

805*0+E(

D

:!

!

P.42-/).5*/(701/*+.14+-2.

6

O()KCP(0+*K+7'*5*+2-/4'*0KS*74(-)-20I0.++(0)O0S*

表
=

!

方波问题的数值误差比较

C&:,3=

!

"#$

%

&'()#*#.*A$3'(9&,3''#').#'&)

D

A&'35&E3

%

'#.(,3

指标

M)K*Q

迎风偏斜格式的阶数
X/K*/).5P*/-24'*.

6

O()KCP(0+*K+7'*5*+

" # ! @ > ? % G A "$

M

@:?!b"$

\#

#:">b"$

\#

":"?b"$

\#

G:>!b"$

\!

A:%Gb"$

\!

G:##b"$

\!

A:?Ab"$

\!

G:??b"$

\!

A:A$b"$

\!

#:>!b"$

\"

! #:$@b"$

\#

@:G?b"$

\@

#:%$b"$

\@

":$"b"$

\@

%:#$b"$

\>

@:?Gb"$

\>

!:?$b"$

\>

#:GGb"$

\>

#:!$b"$

\>

G:!>b"$

\#

?

#:>Gb"$

\#

#:"$b"$

\#

":"!b"$

\#

G:@!b"$

\!

A:%$b"$

\!

G:"%b"$

\!

A:?>b"$

\!

G:?!b"$

\!

A:G%b"$

\!

":?Ab"$

\"

表
>

!

高斯波问题的数值误差比较

C&:,3>

!

"#$

%

&'()#*#.*A$3'(9&,3''#').#'&F&A))(&*5&E3

%

'#.(,3

指标

M)K*Q

迎风偏斜格式的阶数
X/K*/).5P*/-24'*.

6

O()KCP(0+*K+7'*5*+

" # ! @ > ? % G A "$

M

#:@!b"$

\#

>:!?b"$

\!

":?!b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

@:#$b"$

\!

! ":"Ab"$

\#

":$>b"$

\@

":%Ab"$

\>

G:#>b"$

\G

":@$b"$

\G

":>$b"$

\"$

@:>$b"$

\""

G:A$b"$

\"#

%:@$b"$

\"#

!:%>b"$

\@

?

":#@b"$

\#

>:#?b"$

\!

":?"b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

":>$b"$

\!

!:G#b"$

\!

这里!

"

#为方差!

#

为
NJ

与
NY

的相关系数!

"

为标

准差!

-

NJ

与
-

NY

分别为
NJ

和
NY

的平均值$'

#%

(式

又可写为

M

G

)

"

'

NJ

(

I"

'

NY

(*

#

E

'

-

NJ

I-

NY

(

#

E

#

'

"

I

#

(

"

'

NJ

(

"

'

NY

(! '

#G

(

这样耗散误差与频散误差分别定义为

!

G

)

"

'

NJ

(

I"

'

NY

(*

#

E

'

-

NJ

I-

N<

(

#

! '

#A

(

?

G

#

'

"

I

#

(

"

'

NJ

(

"

'

NY

(! '

!$

(

下面给出以上方波问题与高斯波问题相应的总误

差!耗散误差与频散误差$
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在表
"

和表
#

中!给出了一阶至十阶迎风偏斜

格式在两个不同初始条件下的数值误差$从表
"

和

表
#

可以看出!高于二阶精度的高精度迎风偏斜格

式具有较小的总误差$偶阶精度迎风偏斜格式总误

差小于相邻的奇阶精度迎风偏斜格式$相对于频散

误差来说!各阶格式的耗散误差是较小的!频散误

差的变化趋势与总误差保持一致$并且!随着数值

格式精度的提高!数值格式的误差逐渐减小$而对

于高于六阶精度的格式来说!改进的程度并不是很

大$也就是说!数值格式的性能并不能完全由截断

误差的阶数决定!随着数值格式精度的提高!虽然

截断误差逐渐减小!但是舍入误差却逐渐增加!这

样!必然存在着一个数值格式使得总误差达到最

小$因此!在同时考虑效率与精度的情况下可以得

到六阶精度迎风偏斜格式是最优的格式$
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(附近出

现较大梯度$为了便于比较!我们采用一阶至十阶

迎风偏斜格式对该方程进行求解$
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下面给出以上两个不同初始条件相对应的总误

差!耗散误差与频散误差$

在图
>

和图
?

中!给出了一阶至六阶迎风偏斜

格式在两个不同初始条件下的数值结果!在表
!

和

表
@

中!给出了一阶至十阶迎风偏斜格式在两个不

同初始条件下的数值误差$从图
>

和图
?

可以看

出!各阶格式在突变点误差都比其他点大/而六阶

迎风偏斜格在突变点误差最小$这表明六阶格式能
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够比较准确地描述具有较大梯度的问题)

"!

*

$从表
!

和表
@

可以得到!随着数值格式阶数的增加!数值

结果也得到了明显改进$而对于高于六阶精度的格

式来说!改进的程度并不是很大!因此!在同时考

虑精度与效率的情况下!六阶迎风偏斜格式是最优

的格式$

I

!

结论

本文利用一般显式有限差分公式构造了一阶至

十阶的高精度迎风偏斜格式$针对一维线性平流方

程!通过
E-./(*/

分析方法比较了各阶迎风偏斜格

式的耗散误差与频散误差$对低波分量!偶阶精度

格式的耗散误差小于相邻的奇阶精度格式!偶阶精

度格式与奇阶精度格式都具有较小的频散误差$并

且!偶阶精度格式的数值相速度快于实际相速度!

而奇阶精度格式的数值相速度慢于实际相速度$对

于高波分量!偶阶精度格式比相邻的奇阶精度格式

具有较强的耗散效应!偶阶精度格式的频散性小于

相邻的奇阶精度格式$奇&偶阶精度格式的行为差

异的原因在于用差分替导数时会带来截断误差!截

断误差中的偶阶导数产生数值耗散 '数值粘性(!

奇阶导数产生数值频散 '色散($为了检验这些格

式的计算性能!在一维问题上进行了应用$首先!

考虑恒定风场条件下的一维线性平流试验$主要选

择两种不同的初始条件来评价数值格式的精度!这

两种试验问题分别是高斯函数&方波函数$对于方

波分布!高于二阶精度的高精度迎风偏斜格式的耗

散误差明显减小!同时存在着一定程度的数值频

散$而对于高斯分布!高精度迎风偏斜格式的耗散

性与频散性得到明显改善$数值结果表明!随着数

值格式精度的提高!数值格式的误差逐渐减小$而

对于高于六阶精度的格式来说!改进的程度并不是

很大$其次!应用各阶格式到具有两种不同初始条

件的无粘
F./

D

*/+

方程$试验结果表明!随着数值

格式阶数的增加!数值结果也得到了明显改进$而

对于高于六阶精度的格式来说!进一步的变化并不

明显$也就是说!数值格式的性能并不能完全由截

断误差的阶数决定!随着数值格式精度的提高!虽

然截断误差逐渐减小!但是舍入误差却逐渐增加!

这样!必然存在着一个数值格式使得总误差达到最

小$总之!在兼顾效率与精度条件下六阶迎风偏斜

格式是最好的$
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