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问题的提出

一个模式要预报准确!对于离散模式来说!须

其各方程中的各项因离散引起的误差不致于影响它

们的准确性"这时候有两方面的问题#一是如何决

定模式时间分辨率的问题!另一是如何决定模式空

间分辨率的问题"关于决定时间分辨率的问题!李

建平等&

"

!

#

'已讨论得很多!本文将集中讨论决定空

间分辨率 $以下简称分辨率%的问题"对一定的模

式分辨率来说!除各项离散误差对被离散项的准确

性产生影响外!同方程中各项的误差还会对倾向产

生影响"前一种影响在文献&

!

'中已讨论得很多!

比如!对于某一物理量来说!构成它的最短波长应

大于
H

个网格距!波幅误差才可能小于
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等等"

但后一种影响!一般则讨论得很少"为了说明其重

要性!可以用纬向动量方程
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为例来说明"根据杨大升等&
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'对大尺度运动所作的

分析!我们把 $
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%式各项的量级 $
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制%列在相

应项的下面"在此方程中带微商的最大项是水平气

压梯度力项 $用
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表示%!最小项是垂直平流项

$用
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表示%"如果取某一水平和垂直分辨率!使

除倾向外!方程各带微商的项均用差分计算!则

"

9

"

(

:

B

D

:

#

#

B

D

#

:

#

#

B

#

@

#

#

E

#

! $

#

%

其中!

"

9

)

"

(

是在方程 $

"

%右端差分后的倾向*

B

#

表示
!̂

(

"

9

等!

#_"

!+!

?

*

B

D

#

是
B

#

的差分形

式*

E

#

是
B

D

#

的截断误差"令

61T

#

E

#

:E

61T

!

且不考虑
E

#

之间相互抵销的情况!则
#

#

E

#

的量

级等于
E

61T

的量级!用
#

#

E

#

#

E

61T

表示"再设在

同一差分形式下!带微商项量级大的!其截断误差

的量级也大 $证明见
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节中结果
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截断误差总小于
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的截断误差只有当其量级小
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在数值天气预报中!尽管分辨率很早就引起了

人们的注意 $如
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%!但决定模

式分辨率!一般还是依靠一些试验 $如敏感性试

验%
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-分析 $如斜压波-锋面-急流的结构%
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'或

简单理论 $如波长-截断误差和分辨率之间的关

系%!利用它们作出的决定并不完全可靠"比如!

敏感性试验只可能决定所试验的几种分辨率的相对

好坏!不能确定最佳分辨率!如果最佳分辨率不在

所取的分辨率之中*而且!影响积分结果的因素很

多!试验结果的相对好坏是否即分辨率的相对好坏

仍存在问题"至于分析!其结果受资料-个例的限
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制很大!不同个例的结果会很不相同"只有在同一

标准下!大量个例的统计分析结果才比较可靠"对

于是否能分辨的问题!在选取分辨率时应当给予足

够的重视*但分辨率应是针对模式的!而不仅仅是

针对物理量的"看来!用这些方法选取分辨率!还

不够全面系统!没有与模式的性质联系起来!缺乏

全局性和系统的理论指导!研究新的确定分辨率的

方法仍然是十分必要的"

下面!在第
#

节中将给出模式分辨率的定义!

并提出模式对分辨率的要求*在第
!

节中将在尺度

分析的基础上!给出决定模式分辨率的预估公式*

在第
?

节中将给出在一般情况下决定模式分辨率的

方法*在第
&

节中将给出用本文的方法决定浅水模

式水平分辨率的数值试验结果*第
@

节是结论"
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模式分辨率的定义和要求

=E<

!

模式分辨率的定义

根据第
"

节中提出的问题!可以定义模式沿某

方向的分辨率为#能使模式各方程中各项因离散引

起的误差既不影响被离散项应有的准确度!又不影

响同方程倾向应达到准确度所要求的分辨率"下

面!我们将以此为基础进行讨论"
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模式分辨率的要求

设模式大气方程组为
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由于方程 $
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%中不仅有水平微商!还有垂直微

商!为了确定分辨率的方便!下面!我们将对水平

和垂直方向分别进行考虑"根据 $
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%的任一方程中!不等式
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商的项均有相当准确度!可以适当地发挥作用"这

符合模式分辨率的定义"
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个结果

考虑不同模式!其数学和计算形式-物理内容

都可能有相当大的差别!为便于广泛应用!我们不

针对特定模式进行研究!而针对平均情况进行研

究"为此!我们将在单波情况下!用尺度分析方法

推导确定模式水平和垂直分辨率的预估公式"在此

之前还要确定各项量级与各项截断误差量级之间的

关系"

结果
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%G

"

!

.G

"

?G

!

和

E

3

:

$

"

?

%

#

@

F

"

!

3

"

?

!

?

:

%

:

$

"

?

%

#

@

'

F

)

3

B

!

FG

"

!

3G

"

?G

!

!

其中!

%

:?@

&"

?

!

$

$&$

"

"按 $

A

%式!

E

.

*

=

E

3

$

"$

%

成立"

#"?

大
!

气
!

科
!

学
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显然!在同一方程中最大项的截断误差之量

级!也是各项截断误差中的最大者"还必须指出#

如
.

$或
3

%表示
I

-

2

或
!

!在水平方向!

(

.

$或

)

3

%须用
"

K

(

.

$或
"

K

)

3

%代替"如果在垂直方向或

时间方向!还须用
"

:

(

.

$或
"

:

)

3

%!或
"

(

(

.

$或

"

(

)

3

%代替"这里
"

K

(

.

!

"

:

(

.

!

"

(

(

.

等各是
.

$或

3

%的水平变化量!垂直变化量和时间变化量的特

征尺度"

结果
#

!!

设
.

和
3

各是方程组 $

@

%的某方

程中量级最大的带有
?

差商 $代表水平差商!下

同%的项和最小项 $不一定带有差商%!其量级各是

"$

.

?和
"$

3

"

!

.

?

+

3

"

!

.

?

和
3

"

均为无因次整数!

且
.:%

"

J

)

"

?

!则在满足不等式 $

%

%的条件下!

$

"

?

,

%

+

:

槡@B
"$

&$

.

?

;

3

"

%

+

@

*

')

#

$

""

%

成立"反之!如 $

""

%式成立!则 $

%

%式亦成立"

其中!

*

*

"

表示计算准确度的参数!取正整数*下

标
,

表示是用尺度分析方法推出的"

证#设
.

-

%

-

3

的特征尺度仍和结果
"

中的一

样*再设
J:JJG

!

J

是
J

的特征尺度"于是!

(

..G

:

'

%

)

J

B

%G

"

JG

"

?G

!

故

(

.

#

'

%

)

J

B

#

"$

.

?

H

按不等式 $

%

%!应有

"

@

'

%

)

J

B

!

$

"

?

+

%

#

$

=

"$

3

"

H

为了方便!不妨令

"

@

'

%

)

J

B

!

$

"

?

+

%

#

:

"$

3

"

;

*

!

于是!式 $

""

%得证"用同法可证逆结果成立"

结果
!

!!

设
.

和
3

各是某方程中的带有
=

差

商的最大项和最小项 $不一定带有
=

差商%!其量

级各是
"$

.

=和
"$

3

"

!且
.

=

+

3

"

!

.:%

"

J

)

"

=

!

.

=

和

3

"

各是大于
"

的整数!则在满足不等式 $

H

%条件

下!

$

"

=

,

%

+

:

槡@K
"$

&$

.

=

;

3

"

%

+

@

*

')

#

$

"#

%

成立*反之!如式 $

"#

%成立!则式 $

H

%亦成立"

用曾在结果
#

中同样的方法!可以证明 $证明

从略%"这里
K

是垂直厚度的特征尺度"

从 $

""

%-$

"#

%两式可以看出#如某方程中的

.

?

;3

"

或
.

=

;3

"

为模式方程组中的最大者 &即

61T

+

$

.

?

;3

"

%

+

或
61T

+

$

.

=

;3

"

%

+

'!则根据 $

""

%或

$

"#

%式所求出的水平或垂直网格距必为方程组中!

从各方程所求出的最小者!因而!用这样的水平或

垂直网格距求出的各方程中的最大截断误差必然都

满足不等式 $

%

%或 $

H

%"因此!作为模式方程组的

分辨率!应有

"

?

,

:

槡@B
"$

&$

.

?

;

3

"

%

=

@

*

')

#

! $

"!

%

和

"

=

,

:

槡@K
"$

&$

.

=

;

3

"

%

=

@

*

')

#

! $

"?

%

这里!$%

=

_61T

+

$%

+

"注意#这时$

.

?

;3

"

%

=

和

$

.

=

;3

"

%

=

不一定出现在同一个方程中!

"

?

,

和

"

=

,

各表示模式的水平分辨率和垂直分辨率"$

"!

%

和 $

"?

%式是本文用作模式分辨率的预估公式"不

过这不是唯一的!我们也可以用其他方法估计!比

如用单波在满足不等式 $

%

%和 $

H

%的条件下来推

导预估公式等"

结果
?

!!

设某方程中
.

的表示!它和
3

的量

级仍与结果
#

中一样!但

J

:

J

D

,)*

#

$

$

$ %

?

,)*

$

K

$ %

=

!

则在满足不等式 $

%

%的条件下!公式

$

"

?

S

%

+

:

槡@B

$

"$

&$

.

?

;

3

"

%

+

@

*

')

#

$

"&

%

成立"这里
B:

$

)

#

!下标
S

表示是用单波计算的"

证#因为

E

.

:

%

#

$

$

J

D

8.,

#

$

$

$ %

?

,)*

$

K

$ %

=

;

!!

%

J

$

?

@"

?

%

;

J

$

?

;"

?

%

#

"

?

:

!!

%

$

B

J

D

8.,

$

B

$ %

?

,)*

$

K

=

"

;

,)*

$

B

"

$ %

?

$

B

"

,

-

.

/

0

1

2

3

?

!

把上式右端中的
,)*

$

$

)

B

%

"

?

用
Y1

>

2.0

级数展开!

在条件 $

%

%下有

'

%J

D

@B

$

$

B

"

$ %

?

#

$

"$

3

"

!

即

"

@

"$

.

?

$

B

"

$ %

?

#

:

"$

3

"

;

'

!

!"?

!

期
!

<.;!

朱禾等#大气数值模式空间分辨率的确定方法
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>
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故式 $

"&

%成立"这里水平长度特征尺度取作
$

)

#

$

"于是初看起来用 $

"&

%式得到的 $

"

?

S

%

2

比用

$

""

%式得到的 $

"

?

,

%

+

小!但因为
B

的定义不同!

这样比还不合适"

结果
&

!!

设某方程中
.

的表示!它和
3

的量

级仍与结果
!

中一样!

J

的表示式与结果
?

中一

样!则在满足不等式 $

H

%的条件下!公式

$

"

=

S

%

+

:

槡@K

$

"$

&$

.

=

;

3

"

%

+

@

*

')

#

$

"@

%

成立"证明从略"

$

"!

%-$

"?

%-$

"&

%-$

"@

%式说明#

"

?

,

等受两

个因素的影响#一个是运动的水平特征尺度
B

!尺

度越大!

"

?

,

等也越大*另一个是 $

.

?

;3

"

%

=

!它

越大!

"

?

,

等越小"这两个因素的作用正好相反"

对于垂直方向!结果也相似"在静力模式中!一般

$

.

?

;3

"

%

=

较大!$

.

=

;3

"

%

=

较小!预报受水平分

辨率的影响较大*在非静力模式情况!一般 $

.

?

;

3

"

%

=

较小!$

.

=

;3

"

%

=

较大!垂直分辨率的提高对

预报质量有重要影响"

@

!

在预估基础上的修正

@E<

!

比较试验

针对自由大气!用一定模式!按如下步骤进行

试验"

$

"

%选取一系列分辨率"根据模式方程组各项

的量级!求出 $

.

?

;3

"

%

=

和 $

.

=

;3

"

%

=

!按公式

$

"!

%和 $

"?

%把所求的
"

?

,

和
"

=

,

作为预估分辨

率!在其附近选取一系列分辨率
"

?

L

!

"

=

L

G

!

L

!

L

a_

"

!

#

!+"

$

#

%作时间积分"计算各预报时刻
(

"

!

(

#

+模

式方程组中各项
B

L

!

L

G

+0

在网格点的值*其上标表示分

辨率!下标表示方程
+

中的第
0

项"

$

!

%计算
4

B

L

!

L

G

+0

4

"

4

B

L

!

L

G

+0

4

定义作

4

B

L

!

L

G

+0

4 :

"

$

M

;

"

%$

N

;

"

%$

O

;

"

%

(

!!

#

M

;

"

#

:

"

#

N

;

"

4

:

"

#

O

;

"

P

:

"

Q

$

B

L

!

L

G

+0

%

#

4

P

Q

H

$

"%

%

!!

$

?

%计算各方程中量级最大的带差商项的截断

误差及其量级"设某项含有
?

方向的中心差商
"

J

)

"

?

!其截断误差
'

?

$

"

J

)

"

?

%是

'

?

$

"

J

)

"

?

%

5

"

"#

(

?

&

J

#

@

#

!

4

P

;

J

#

;

#

!

4

P

;

!!

#

$

J

#

@

"

!

4

P

;

J

#

;

"

!

4

P

%'

H

$

"H

%

对于
5

或
=

的差商!其截断误差计算公式类似"

于是!用 $

"H

%式可以求出各项的截断误差

E

LL

G

+0

"用其格点值代替 $

"%

%式中的
B

L

!

L

G

+0

!用该式可

求出其量级!即
4

E

L

!

L

G

+0

4

"

$

&

%比较各时刻各方程中用
"

?

L

!

"

=

L

a

求出的

最大项截断误差和其最小项的量级"根据 $

%

%和

$

H

%式!有

4

E

K

4

L

!

L

G

+

$

=

4

&

B

4

L

!

L

G

+

$

"A

%

和

4

E

:

4

L

!

L

G

+

$

=

4

&

B

4

L

!

L

G

+

H

$

#$

%

可判断 $

"A

%-$

#$

%式是否同时满足!如不满足!则

不合理!须试其它分辨率*如同时满足!则合理!

可以用所试分辨率作模式分辨率"这里

4

E

K

4

L

!

L

G

+

:

61T

0

"

$

4

E

L

!

L

G

+0

"

4

%!

4

E

:

4

L

!

L

G

+

:

61T

0

#

$

4

E

L

!

L

G

+0

#

4

%!

4

&

B

4

L

!

L

G

+

:

6)*

0

"

!

0

#

!

0

!

$

4

B

L

!

L

G

+0

"

4

!

4

B

L

!

L

G

+0

#

4

!

4

B

L

!

L

G

+0

!

4

%

H

@E=

!

考虑大气结构特点进行修正

设用上面的方法!在自由大气情况所决定的分

辨率为
"

?

D

L

-

"

=

D

L

a

!在其基础上!我们可以根据大气

结构特点作进一步的修正"以垂直分辨率为例!如

考虑边界层中
BX61*

螺线等特点!分辨率应不少

于
&

层*如要描写好云层分布!在自由大气中
"

=

应小于
"$$$6

"不过!这些都还不能恰当地描写

好锋面结构 $一般厚度只有
"

#

#X6

%

&

"$

'

"考虑到

这一点!即使
"

=

6

#$$6

也不为过"对于
"

?

的修

正也类似"当然!修正只是指对预估网格加密而

言!如所要求的分辨率已经达到!则不必修正"

经过上面的修正!可以认为!所取模式分辨率

已比较合理了"但是!这样确定的分辨率还只是模

式最低分辨率*如准确度要求更高!还应取
*

*

#

!

并用前面的方法重新确定分辨率"

?

!

浅水方程的数值试验和分析

?E<

!

方程组各项的量级和预估分辨率

根据杨大升等&

?

'所给的大尺度运动的特征尺度

B

#

"$

@

6

!

K

#

"$

?

6

!

R

#

"$6

)

,

!

)#

"$

&

,

!

"

K

K

#

"

(

K

#

"$

#

6

!浅水方程组可以表示成如下形式!其

各项的量级写在它们所在位置的下面"

"

9

"

(

@

9

"

9

"

?

@

A

"

9

"

5

;

6

A

@

,

"

=

"

?

:

$

! $

#"

%

"$

;

?

"$

;

?

!

"$

;

?

!

"$

;

!

"$

;

!

?"?

大
!

气
!

科
!
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"

=

"

(

@

9

"

=

"

?

@

A

"

=

"

5

@

=

"

9

"

?

@

=

"

A

"

5

:

$

! $

##

%

"$

;

!

"$

;

!

!

"$

;

!

!

"$

;

"

!

"$

;

"

这里
B

-

K

-

R

-

)

-

"

(

K

-

"

K

K

分别是水平长度-垂

直厚度-水平风速-时间-等压面高度时间变化量

和水平变化量的特征尺度*还略去了
5

方向的动量

方程"

图
"

!

在第一次试验中几种不同分辨率下最大项的截断误差
4

E

K

4

L

!

L

G

+

$虚线%和最小项
4

&

B

4

L

!

L

G

+

$实线%随积分时间变化的比较#$

1"

-

1#

-

1!

-

1?

%运动方程
?

分量*$

U"

-

U#

-

U!

-

U?

%运动方程
5

分量*$

8"

-

8#

-

8!

-

8?

%连续方程"左上角数值代表分辨率*折线上 $下%方数值

代表每条折线的平均值

W)

F

E"

!

'.6

7

10),.*U+5S++*5(+50/*815).*+00.0,.35(+210

F

+,55+06

4

E

K

4

L

!

L

G

+

$

N.55+N2)*+

%

1*N5(+2+1,55+06

4

&

B

4

L

!

L

G

+

$

,.2)N2)*+

%

S)5(

G10)./,0+,.2/5).*,)*5(+3)0,55+,5

#$

1"

!

1#

!

1!

!

1?

%

Y(+TC8.6

7

.*+*56.5).*+

V

/15).*

*$

U"

!

U#

!

U!

!

U?

%

5(+

>

C8.6

7

.*+*5.*+

*$

8"

!

8#

!

8!

!

8?

%

5(+8.*5)*/)5

>

+

V

/15).*EY(+*/6U+0)*5(+/

77

+02+358.0*+00+

7

0+,+*5,5(+0+,.2/5).*

*

5(+*/6+0)812G12/+1U.G+

$

.0U+2.S

%

5(+

U0.X+*2)*+0+

7

0+,+*5,5(+1G+01

F

+

根据方程$

#"

%-$

##

%!可以求得$

.

?

;3

"

%

=

_

#

*按公式 $

"!

%和 $

"?

%!取
*_"

!则
"

?

,

5

H$X6

"

于是!我们可以取
"

?_

"

5

_?$$

!

#$$

!

H$

!

&$X6

进行试验!记为第一次试验"

?E=

!

初始场!水平侧边界条件和差分方案

参照文献&

""

'!取
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计算时采用季仲贞和王斌的完全能量守恒格
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计算结果

在时间积分时!在浅水波方程组的各方程中按
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的大小从中选出最小项!并计算最大项的

截断误差
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!结果如图
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所示"从图
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可

以看出#随着分辨率的提高!三个方程中最大项的

截断误差都不断减小!但最小项却变化较小"在

?$$X6

粗分辨率条件下!不论那个方程都不能满

足不等式 $

"A

%"当分辨率升到
#$$X6

和
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时!两个运动方程中最大项的截断误差范数均小于

最小项的范数!但连续方程在
#$$X6

条件下!最

大项截断误差仍然超过其最小项*而图
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的
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中的最大项截断误差虽都比最小项小!但未

达一个量级"当分辨率进一步提高到
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时!三

个方程中各最小项均比其最大项截断误差大
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个量

级"此时可以认为方程组中各项已达到要求!这个
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和
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此外!天气系统的结构与强度对分辨率的选择

也会有影响"比如!
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!在上述其他条件不变的情况下!用同样的

分析!计算得出的模式分辨率约为
?$X6

就是证

明"计算结果如图
#

所示"这次计算记为第二次试

验"
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辨率的方法也是可行的"考虑 $
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%式与 $
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%式

相似!根据它选取垂直分辨率的方法也应当是合理

的"这些情况说明#选取模式分辨率不同于选取个

别物理量和个别方程的分辨率!必须从模式全局考

虑!使模式方程组各项都能发挥其应有的作用!这

样!网格距不仅应与运动尺度成正比!还应与
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%成反比"这是预估公式
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%和常用的根据最短波长-截断误差和分

辨率的关系来选取网格距的方法的最大不同"不

过!预估公式的基础是尺度分析!分析本身很粗!

由此得出的结果自然很粗!公式 $

"!

%和 $
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%只能

作为选取分辨率的参考"另外!由于选取模式分辨

率牵涉到很多问题!今后还需要做很多工作!要不

断通过分析计算进行改进!本文只是这方面工作的

一个初步尝试"
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