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摘  要  地面天气图上的等压线斑图是空间压力曲面的廓线。全球压力曲面是凸凹不平的球面。压力曲面的峰、

谷和通道（pass）对应于天气图上的高压中心、低压中心和鞍点（saddle；两个高压或两个低压间的通道）。尽管

空间压力曲面的凸凹不平的位置随时间变化，相应的天气图上的高低压位置也不断变化，天气也随之变化，但是

全球压力曲面的欧拉示性数（Euler characteristic）却是一个拓扑不变数，这个不变量就是球面的欧拉示性数为 2。
拓扑学的莫尔斯（Morse）定理，用大气学科的语言讲就是天气图上的（高压数目）＋（低压数目）－（鞍点数目）

＝2。若将其推广到任何闭合曲面、任何奇点，则广义上称为庞加莱（Poincare）-霍普夫（Hopf）定理。显然，这

个定理对天气预报有重大意义。本文列出了经向流、纬向流、单圈环流和三圈环流等例子。广大气象学工作者不

但要知道大气运动应遵守流体力学的纳维-司托克斯（Navier-Stokes）方程，还要知道全球大气运动要遵循拓扑上

的庞加莱-霍普夫定理。 
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Global Atmospheric Motion Should Follow Topological Theorem 
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Abstract The isobaric pattern in surface synoptic chart shows contours of space pressure surface. The global pressure 
surface is a spherical surface with concaves and convexes. The peaks, valleys and passes in the space pressure surface 
correspond to high pressure centers, low pressure centers and saddle points in surface synoptic chart. Although the 
locations of concaves and convexes in the spherical surface change with time, and the corresponding locations of high and 
low-pressure centers also change with time, the Euler characteristic of the spherical surface is a topology invariant, whose 
number is 2. Topologically, the Morse theorem states that if a gradient vector field on the spherical surface synoptic chart 
has many zeros, then (number of high pressure center)  ＋  (number of low pressure center)－(number of saddle point)＝2. 
For any vector field, the extended theorem is called Poincare-Hopf theorem. This theorem is very important for weather 
prediction. The present paper shows application of this theorem in longitudinal flow, latitudinal flow, Hadley circulation, 
and three-cell circulation etc. Atmosphere scientists know for sure that global atmosphere motion follows not only the 
Navier-Stokes equation, but also the topological theorem. 
Keywords  Synoptic chart, Topology theorem, Euler characteristic 
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1  引言 
   大家自然要问，全球大气运动怎么会和拓扑联

系在一起？这还是要从天气图谈起。地面天气图给

出的高压、低压实际上是空间压力曲面的廓线。空

间压力曲面是非常不均匀的，有的地方压力高，有
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的地方压力低。这就像地形一样，有高山、洼地和

平原，全球压力的曲面是一个坑坑洼洼的球面，气

象学家绘制等压线在地面天气图上，从地面天气图

上等压线的斑图就可以认识到空间压力曲面的形

状，所以地面天气图上等压线是空间压力曲面的廓

线。同样，高空天气图上等高线是绘制的该压力曲

面的廓线，由于静力关系 ( / ) ( / )z pp x g z xρ∂ ∂ = ∂ ∂ ，

所以高空天气图也体现压力曲面的特性（Bluestein，
1992；Bluestein，1993）。 

每天的天气图不同，说明空间压力曲面凸凹不

平的位置不断发生变化，就好像一个橡皮泥球，通

过伸长缩短的挤压，扭转等变换（不允许断裂），

不断变换橡皮泥的形状一样，拓扑学就是研究这种

变换下的不变性质（Richeson，2008）。拓扑上已经

说明，球面的不变量称为球面的欧拉示性数（Euler 
characteristic），它的数是 2。从物理学上讲全球空

气是连续相通的，压力场在某个地方洼下去，其他

地方必然要鼓起来，它们不会离开地球球面，球面

是一个整体，所以从整体上看大气运动，必须要全

球来考虑，不能将空气割裂开来，因而全球压力曲

面的拓扑不变量是研究天气变化所必须掌握的，大

气科学家不但要知道，大气运动要遵循流体力学的

纳维-司托克斯方程，全球大气运动还要遵循拓扑定

理。 

2  压力曲面及其临界点的典型形式、
天气图的廓线 

三维空间的曲面通常可表示成隐式形式： 
( , , ) 0f x y z = ,             （1） 

若公式（1）中的 z 写成 ( , )z z x y= ，这是曲面的显

式形式，例如空间压力曲面 ( , , ( , )) 0f x y p x y = 常写

成显式形式（Flegg，1974）：  

( , )p p x y= ,              （2） 
公式（2）也是压力曲面在天气图上的廓线。 

对于一维地形曲线 ( )E f x= ，见图 1。地形

曲线中的 A、B、C 三点分别是极小点、极大点

和拐点，它们都称为临界点。这三点的共同特点

是它们的地形高度 E 在三点的切线是水平的，即

/ 0E x∂ ∂ = 。地形高度 E 也可以说代表三个点的

位能，A 点位能最小 2 2/ 0E x∂ ∂ > ，称稳定的平衡

态；B 点位能最大 2 2/ 0E x∂ ∂ < ，称为不稳定的  
平衡态；C 点位能 2 2/ 0E x∂ ∂ = ，称为退化的临界

点。 

对于二维压力曲面，常见三种形式见图 2。此

时的能量函数 ( , )p x y 分别为（Hatcher，2002） 
2 2

2 2

2 2

( , )
( , )
( , )

p x y x y
p x y x y
p x y x y

⎧ = − −
⎪

= +⎨
⎪ = − +⎩

，

，

，

         （3） 

其中， ( , )p x y 也称为莫尔斯函数。图 2 中三种临界

点 ( , ) (0,0)x y = 都满足以下条件： 

/ 0;  / 0.p x p y∂ ∂ = ∂ ∂ =              （4） 

若天上下雨，雨经过这三个临界点，雨流动的

向量场见图 3 中箭头的方向。为了区分这三种临界

点，莫尔斯（Morse，1929）追踪临界点处不稳定

方向的数目 μ （就是图 2 种箭头离开临界点的方

向），它们分别是 2 0μ μ= =， 和 1μ = ，显然不稳定

方向的数目是不同的。 
对于图 2 的三种曲面，它们在天气图上的等压

线廓线见图 3。图 3 中小箭头的方向是由高值等压

线指向低值等压线（垂直于等压线）的气压梯度力

方向（气压梯度是由低的等压线指向高的等压线），

所以可以认为图 3 种小箭头所代表的风向是仅有气

压梯度力的情况。 
若再加上一个科里奥利力，使气压梯度力和科

氏力相平衡形成地转风，则风向就沿着等压线吹，

北半球的情况见图 4。 
图 3、图 4 中的高压中心、低压中心和鞍点对

应图 2 中的三个临界点。所以三种压力曲面及其临

界点和天气图上的高压、低压、鞍形场及其高压中

心，低压中心以及鞍点是完全对应的。 

3  临界点指数、莫尔斯定理和庞加莱
-霍普夫定理 

压力曲面是球面，无论如何变换，它仍是球面，

只是凸凹不平的位置发生变化。若仅受气压梯度力

图 1  一维地形曲线 

Fig. 1  One-dimensional topographic curve  
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作用，速度场由公式（3）分别可以写成 

  
2 / , 2 / ,
2 / 2 /, ,

x u x p x x u x p x
y v y p y y v y p x

⎧ ⎧
⎨ ⎨

= = = −∂ ∂ = = − = −∂ ∂
= = = −∂ ∂ = = − = −∂ ∂⎩ ⎩

& &

& &
 

2 / ,
2 / ,

x u x p x
y v y p y
= = = −∂ ∂
= = − = −∂ ∂

⎧
⎨
⎩

&

&
            （5） 

按照公式（4），速度场公式（5）右端为零的

点 ( , ) (0,0)x y = 就是曲面临界点所对应的天气图上

的高压中心、低压中心和鞍点。这些点上速度场为

零，也就是无风点，所以也称为速度场的奇点 
为了区分梯向量场的三种奇点，莫尔斯用指数

( 1)I μ= − 来定义 1( 1) 1I = − = − 这三种奇点的指标

（Morse，1929）。由图 3 看出这三种奇点指标分别

为 2 0( 1) 1 ( 1) 1I I= − = = − =， 和 1( 1) 1I = − = − 也就是

说天气图上的高压中心、低压中心以及鞍点，它  
们的指标分别为 1、1 和−1。高压中心流场向外流，

也称为源（或不稳定结点）；低压中心流场向内流

也称为汇（或称稳定结点）。由于压力曲面上球面，

无论空气如何流动，只是压力曲面凸出和凹陷的个

数以及鞍面（pass）的个数会发生变化，因而相应的

天气图上的源点、汇点及鞍点数会发生变化，但是

压力曲面仍是球面，因而球面的欧拉示性数仍是 2。 
莫尔斯证明了如下定理（Morse，1929）：如果

图 2  三种压力曲面及其临界点 

Fig. 2  Three types of pressure surfaces and their critical points 

图 3  三种曲面在天气图上的廓线（实线为等压线，数字单位为 hPa，小箭头代表雨水流动方向） 

Fig. 3  Curves on the synoptic weather chart corresponding to the three types of surfaces. Solid lines are isobars, units: hPa; small arrows show the flowing 

directions of rain 

图 4  气压梯度力和科氏力平衡下的等压线廓线（实线）及其风向（小箭头） 

Fig. 4  Isobars (solid lines) under the balance condition of pressure gradient force and Coriolis force 
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闭合曲面的孤立临界点是由源点、汇点和鞍点构

成，那么闭合曲面的欧拉示性数为 
χ =(源点数目)+(汇点数目)-(鞍点数目)，（6） 

对压力曲面是球面而言 2χ = 。 
由于源点数目就是高压的数目，汇点数目就是

低压数目，所以公式（6）就变成天气图上的如下

表述： 
（高压中心点数目）+（低压中心的数目）− 

（鞍点数目）＝2 .      （7） 
庞加莱和霍普夫将莫尔斯定理推广到闭合曲

面上的任何向量场（奇点指标不限于±1），说明若

在闭合曲面上仅有有限个奇点（无风点），那么所

有这些奇点的指标之和等于闭合曲面的欧拉示性

数： 

1

n

n
i

Iχ
=

= ∑ ，           （8） 

公式（8）对于球面而言 2χ = 。 
在地面天气图上，流场只绘制高压和低压，鞍

点就不绘出，更谈不上绘出像偶极子奇点（ 2I = ）

流场了，但庞加莱−霍普夫定理［公式（8）］是一

个普遍成立的定理。 

4  全球大气流场的实例 

本节我们举若干全球流场的例子，说明莫尔斯

定理以及庞加莱-霍普夫定理的应用。 
4.1  从北极沿经圈流向南极的经向流 

图 5 显示的全球流场。从图 5 看出，北极点是一

个源，南极点是一个汇，按公式（6） 1 1 0 2χ = + − = ，

遵循莫尔斯定理。 
4.2  沿纬圈的西风纬向流 

流场见图 6。从图 6 看出，北极点上是一个低

压中心，南极点是一个高压中心，按公式（7）
1 1 0 2χ = + − = ，遵循莫尔斯定理和庞加莱-霍普夫

定理。 

 

图 5  沿经圈的经向流 

Fig. 5  Meridional flow along the longitudes 

图 6  沿纬圈的西风环流 

Fig. 6  Westerly flow along the latitudes 

图 7 （a）北极—南极经圈和赤道将地球分成四部分；（b）每个部分在两个鞍点 S1 和 S2间形成涡旋的剖面 

Fig. 7  (a) Four parts of the earth surface divided by the equator and a longitude circle; (b) cross section along two saddle points (S1, S2) where the vortex 
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4.3  全球四个大涡旋 
我们设想，从北极到南极沿经圈剖一刀，再沿

赤道剖一刀，将地球分成四个部分（图 7）。这四个

部分的球表面各有一个涡旋流场，赤道大圆和北

极，南极间经圈有两个交点，它们是鞍点 S1和 S2。

这样，北半球和南半球各有两个涡旋，它们是高低

压中心（注意：南半球的低压中心是顺时针旋转）

高低压中新的奇点指标均为 1，鞍点的指标是−1，
故根据公式（8）有 (2×1)＋(2×1)＋[(2×(−1)]=2
仍遵循球面的拓扑定理。 
4.4  单圈环流（也称 Hadley 环流） 

前面三个例子只是球面上的流场，并未涉及垂

直流场。下面两个例子是大家熟悉的单圈环流和三

圈环流。它们均和球面流场有关，因为只有球面是

低压流场，它才能辐合产生上升运动，若球面是高

压流场，下沉运动到球面才能使空气水平辐散。 
该环流是从赤道热空气上升到高空，在高空冷

空气流向两极（北极和南极）。因此从地面讲，在

南极和北极都是高压中心，见图 8。 
北半球的流场围绕北极作顺时针旋转是高压，

南半球的南极空气作逆时针旋转，仍是高压。南北

极之间是东风带，由于科氏力，北半球形成东北信

风，南半球形成东南信风。此时地表面的两个奇点

都是高压中心，没有鞍点，高压中心的指标均是+1，
根据公式（7）1＋1−2=2，仍遵循拓扑定理。 
4.5  三圈环流（Djuric，1994） 

单圈环流是很少出现的，赤道上升的空气，在

向北极南极流动中由于受科氏力的作用在南北纬

30°左右下沉并形成常见的西风带见图 9。 
这样地表东西风带交错，但不形成孤立奇  

点，赤道极地间形成三圈环流奇点仍在南北极，它

们都是高压，和 4.4 节单圈环流一样，仍遵循拓扑

定理［公式（7）］。 
4.6  偶极子流场 

最后我们举一个例子，全球只有一个奇点的偶

极子流场（图 10），见图 10。和前面 5 个例子不同，

这种风场奇点的指标是＋2，它遵循庞加莱-霍普夫

定理［公式（8）］ 

5 关于高空天气图如何使用庞加莱-
霍普夫定理的问题 

地表天气图上的等压线斑图主要是高低压中

心及鞍点，而高空天气图上的等高线斑图主要以波

图 8   单圈环流地表面流场 

Fig. 8  Surface flow corresponding to single-cell circulation  

图 9  三圈环流中的地表东西风带 

Fig. 9  Surface westerlies and easterlies corresponding to the three-cell circulations

图 10  全球只有一个奇点的偶极子流场 

Fig. 10  Global dipole flow with only one singular point 
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动为主，且高空摩擦力小，流场沿等压线吹，北半 
球背风而立，高度高低的等压线在右，如何寻找流

场奇点呢？ 
首先，我们注意到波动的等高线斑图等价于平

直等高线加上高压涡旋或低压涡旋，见图 11。这样

波动流场的奇点，高压脊和低压槽就相当于高压中

心和低压中心。高压脊是极大点，指标为−1，低压

槽是极小点，指标为+1。其次，至于鞍点，由于高

空图上并不绘制它，但是至少一个槽线和一个脊线

的交点便是鞍点，见图 12。 

6  结论 

天气图上高压低压，以及高低压间的鞍形场的 

斑图是空间压力曲面的廓线，高低压中心及鞍点对

应于空间压力曲面的临界点。空间压力曲面是凸凹

不平的球面，尽管凸凹不平的位置不断变化，但压

力球曲面的欧拉示性数位 2 是不变的。在天气图上，

高压个数加上低压个数，再减去鞍点个数应等于 2，
这是拓扑上的庞加莱-霍普夫定理，全球大气运动还

要遵循这个拓扑定理。 
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图 11  500 hPa 天气图上等高线波动等于平直等高线加上高压或低压 

Fig. 11  Geopotential perturbations at 500-hPa synoptic weather chart are equal to straight isohypses plus high or low pressure 

图 12  一个高压脊线和一个低压槽线的交点便是鞍点 

Fig. 12  The point of intersection between a high pressure ridge line and a 

low pressure trough line is the saddle point 


