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WAVE-CISK对称不稳定谱点分布的

半圆定理‘

张 铭
(解放军理工大学气象学院，南京 211101,

摘 要 采用滞弹性近似研究了 WAVE-C ISK下对称性扰动的谱点分布，得到 r

WAVE-CISK下对称不稳定扰动谱点分布的半圆定理，用其可估计该对称不稳定增长率的

上界。发现存在WAVE-CISK时加热反馈和层结参数对该不稳定的增长率均有重要影响。

WAVE-CISK加热反馈越强、基流的垂直切变越大，扰动的垂直结构越简单则该不稳定增

长率的上界就越大。存在WAVE-CISK时滞弹性近似下的对称不稳定发生的条件也较

Boussinesq近{0下的更苛刻

关健词:对称不稳定;谱t:半圆定理

1 引言

    天气分析中叮常见平行于盛行风场的咫线和云雨带，人们常用对称不稳定来解释它

们的发生、在中尺度动力学中对称不稳定已引起人们的广泛重视[，一’1。理论分析表明，
对称不稳定是重力惯性波的不稳定 在绝热取Boussinesq近似的情形下.当垂直风切

变和静力稳定度参数为常数时，易求出对称不稳定的解析解及此时对称不稳定的增长

率[’]。此时对称不稳定的发生与Richardson数Ri有关，且该不稳定扰动仅在原地增长
而并不传播 当有WAVE-CIS K时，该对称不稳定的模态及其增长率的解析解很难求

得。我们曾将该对称不稳定问题离散化为一个矩阵特征值问题来处理以及将其看作一个

初值问题来求解，从而分别得到该问题的数值解 并由此得到其增长率与加热反馈的大

小有关，且此时其扰动是传播型的[5s1此外沈新勇还取滞弹性近似讨论了绝热和

WAVE-CISK加热反馈很小时的对称不稳定问题叭
    显然，若能在理论上对WAVE-CISK对称不稳定的谱点分布作出估计 就能得到

该不稳定增长率的上界，故这是很有意义的工作，而其则可用半圆定理的形式表现出

来

Z 数学模型

    采用滞弹性近似下线性化的二维非静力平衡非绝热的大气运动方程组，并用

WAVE-CISK方法对非绝热项进行参数化 即设非绝热加热与边界层顶的垂直运动成
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正比151因有扰动质量无幅散，故可引进扰动质量流函数甲 此时依文献[7阿有以下关
于流函数甲的方程:
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这里C, = c-0 R T为绝热声速，取为常数
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1t-'= g爵则分别为大气基本场的静“稳定度参数、惯性稳定度参数、斜压稳定度
参数 均取为常数，且设F2 > 0, N2 > 0(这里不考虑惯性不稳定和对流不稳定)o Qo
为一常数，它粗略地正比于大范围积雨云不稳定层结的状况，其值反映了

WAVE-CISK潜热反馈的大小。G(的则为一个给定的垂直加热分布函数，可将其归一

即设兴{
          了I J

G(z)d:二1,  zo则为边界层顶的高度。当不考虑地形时可设垂直运动在

下边界为零，故有

化

上

(2)

当

甲I}=o二0, q'I:二二二0,

这里H可看作大气对流层顶高度或逆温层顶的高度 (后者常用于绝热的情况)。

C2“二时，则(1)式退化为Boussinesq近似的结果121，即有

典(契+契、、，，典、2S2契，F2契一、2QOG(z)嘿1.(3)
cr̀ 、即‘ CZ" I 勺，一 ‘Y0-        c:一 勺，一}卜:。

令4' =中(z州y. Q,，可得一个关于}'(z)的常微分方程

(一+F2嘿+I2imS2+Cl‘一+F.2 )} d+dz一[m2(一+N2，一‘m} S2 J̀I'
一一m 2 N2 Q o +(z o )G (z), (4)

这里汾 习一1,该方程的边界条件为

中}:_。=0, 引- x一。 (5)

方程( 4)和边界条件(5)构成了一个常微分方程的特征值问题，。为其特征值。该特

征值问题很复杂，但在绝热时则因 (4)式等号右端为零而变得相对简单，可得解析

故以下仅讨论非绝热的情况。

3 半团定理

    在非绝热时因(4)式右端不为零而情况变得复杂。可设%= 02十尸，此时A为复

数。现用中的共4FET’乘(4)式并在[[0, x)上对:积分，并考虑到T的边界条件(5)
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后，则有

、('NhJ0一d Y''a=一’d- [2vnS·A-C,丁qj·dTd二、f川2(又+、      d万 L
F2)

ins g, S2丫1+12d:一。，，、，。。{
  t万 JJO                          J

中 (:、中(=n)G(_)dz 《6)

这里令

rH一d叫’
} I-丁es}d二= 久
J。}0二} 户T12 d:= P,
fn中’(=PP'(-o)G(c)d“一子，， 丁xn

d甲

d- d:

则。、P为大于零的实数，夕，西均为复数 由此可得以下复代数方程

).a- [2imS2+g }]n+「一2(e+ ,V2一F2)- in, 8 S2C}」”一’N2Qoi (7)

下面依据该方程对几的模作出估计。上式亦可写成

“·+in 2 (3i,一2imS2rj+聋}.v+一’(,V2一F2)”一寿“’“+nrN2Qo? (8)

对上式等号两端取模并利用有关模的不等式，可得

‘·+m2(i)I,il< 2mS21J‘十六Ial·}“’+m 2 I F2-V2Il+ mS2典 R              〔刃

+。’丫QoI川 硬9)

注意到有以下的不等式
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这样就有

(a+ m2)一Al,< 21nS2d+ IAl+ m'IF，一N2lli+ MS2共 (1+ in 2R'2Qn;
                              C二

由上式可得

}川簇
2S2 bm fl+IF 2一即g  S2C; m·:V2 Qo云

1+x一共典8
    m ̀/f     m一(一5P

(13)

因几=61十F2,故有。毛162十F21_<只。，又因}62 + F2})}司2一F2，则可得

0-<}。}《寸;.o+ F2，Ro (14)
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图 I 不稳定谱点的分布

由1-式P7知.方程 (4)加边界条件 (5)

所构成的常微分方程的特征值问题，其谱

点在复平面上分布在一个以原点为圆心以

R。为半径的圆域上(参见图I)
    当发生对称不稳定时.。必大于

零，这样不稳定谱点其均应分布在上述圆

域的右半部分 (图1)。故WAVE-CISK

对称不稳定的谱点其分布在复平面右半平

面一个以原点为圆心以R。为半径的半圆

域上 此即WAVE-CISK对称不稳定谱

点分布的半圆定理 因。<一。r一<
V a}+时一1a1< ,f ;.o+ F'一R,, .   Y
然该半圆定理可以估计出WAVE-CISK

对称不稳定增长率的上界，R。即为该上界 由〔13), (14)式可见影响R。值大小的环

境因子有S-,”:、Qo, :L'',  F2等。下面分别对其进行讨论

4 讨论

4.1 影A向R。的因子

    在其他量不变时，首先考虑垂直风切变的作用，即考虑S-的影响 由(13)式可

见 当S̀增大后，显然Ro增大 Sz的增大表示基流的垂直风切变增大 垂直风切变在

对称不稳定中是一个重要的不稳定因子。

    其次考虑扰动波数m的影响，当m '0时 (此时扰动波长趋于无穷)有、0}0，故

有。(}护+尸}蕊。由此可知于+厂，=。因尸>0，有。=士iF其为纯虚数。这
表明对称性扰动当其波长大于某个临界波长时，它是稳定的，即该对称不稳定有一长波截

断〔当r n-> x时 (此时扰动波长趋于零)，则有

、。十I F-一、z1+ N2QO忍，
                                          尸

(15)

它有一个极限，该极限与垂直风切变和绝热声速无关

    再考虑加热反馈Q。的影响，由(13)式知，Qo越大，元。越大 从而Ro越大、最

后分析层结参数N，和地转参数FZ对R。的影响，这两个因子的影响比较复杂‘须分两
种情形来讨论

    第一种情形为(A,2一厂)>0(此时为一般的情形)，此时有

_S2 a   l. _节、、下，
L- n十 (I十 甘0 n }八一十
  al  p 、 尸 /

呈一*一2
刃 m

儿。= (16)
1二 a _ 仁 0J ‘ ， ， 勺

    m /̀f    Cs m ̀/f

由上式可知，N2越大，;.o越大，故Ro越大;而尸越大，A。则越小，R。也越小.
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    第二种情形为(V，一FZ)< D(此时层结稳定度很小，甚罕接近中性，这种情形较
少见)，此时有

，呈亘
一，，211

二l八 之_，、、:、 s
. IV -    .", . 一二几

  \ V / (一二
呈+F̀

m2 /f
_一足 b
  C了m2#

(17)

显然在该情形下尸越大，.lo越大，故R。越大;而N2对A。的影响则决定于上式;\!，前的
系数Qo}, /9-1。当该系数大于零时(此时加热反馈较强)，则N2越大A。也越大，从
而Ro越大 当该系数小于零时(此时加热反馈较弱，甚至无加热反馈)，则N2越大礼
越小，故Ro越小 从以上分析的结果看，层结参数N，和地转参数尸对R。的影响的确
比较复杂。

产
1

︺最后分析一下参数义、。的作用注意iq+ /。一{HId'P/dz阳:/HIq}1Zdz.故
可知当扰动垂直结构越复杂时，该比值越大。因该比值出现在 门3)式的分母上，该值

越大则之。越小 从而R。也越小 由此可知垂直结构越复杂的不稳定扰动其增长率越
小，垂直结构最简单的不稳定扰动(可认为是单圈环流)则其增长率最大

4.2 值的估计

    下面对Ro的值即该对称不稳定增长率的上界作一估计。对垂直结构最简单的扰

动，因}d伞/ d:}一}中}/H，故可认为

    r; I dT12
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“一̀YÌd:̂
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这里在(19)式中用了积分中值定理，:。E[0, H]

可估计出:

并注意到去f
                  j王 J

G(z)d:二I。这样就
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nIS2 H(2+、)+m' H2 (I F2一N2}+N2 Q.)
m2 H2+1一K

(21)

在(21)式中也引进了上面的系数、= C吕/C毖 有、<1由此可知(21)式中的分母
必大于零。当K<<1时，匕式可简化为

一川~

2nzS2万十。12 H2 (I厂，一N 2}+,V2 Q.) _

    一一 1十，,r2 H2 — 一几 (22)

该式即为取Boussinesq近似的情况 比较(21)式和(22)式显然可知i> p，这表明

当在滞弹性近似「有对称不稳定时在Boussinesq近似下则必有对称不稳定，但反之不

然。这表明考虑了加热反馈后滞弹性近似下对称不稳定发生的条件仍较Boussinesq近

似下的苛刻 (文献[71中已指出绝热时滞弹性近似 卜对称不稳定发生的条件要较

Boussinesq近似下苛刻)。由 (14), (21)式还可得到R。的估计值反 即有

R。一J交+F2=2 (23)

在 (21)式中.可令

nIS2 H(2+ K)_ S=(2+ K)
m2 H2+1一K    nrN+ 1一K’

(24)
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m 2 H-+1一K ，「_ _、 F-
一1lL)。一1)十二二下
  L N

(25)

1二生二K
刀2<F

n1' HZ

此时有

(26)
一 

 
一

几=J.,+处

n、和只:的物理意义分别是动力作用和热力作用对又的影响。可认为其方根J又，、J z_
分别代表了动力和热力作用引发的该不稳定增长率上界的某种估计值.该估计值虽较粗

略，但其合理性是不容置疑的 由(21), (23), (24), (25)式则可估计出当环境参数不同

时该对称不稳定增长率的上界。

4.3 扰动尺度L对R。估计值的影响
    下面讨论扰动尺度L对习下、习万和R的影响 取典型的环境参数‘’川:

H一100 m, f=0.8 x 10-4 s-',‘，一330 m s-'. S- =3.6 x 10-' S-2,  .h''-8 x 10-6 s-2
F2 =厂=0.81x10-1 s2和Qo =1.14;扰动尺度L则取为10-- 2 100 km,  F}图2 aj
见:随L的增加 、可先增加，在200 km处有一个峰值 该值为12.84 x 10-a s.以
后甲.万随L的增加又减小。甲丁丁和R随L的变化情况两者很相似，它们都随L的增加
而迅速单调减小，并在L= 10 km处分别有41.31 x 1。一s‘和41.52 x 10-0 s-，的最大



4期 张 铭!WAVE-CISK对称不稳定谱点分布的半圆定理

一一万认
值 由图2还可见、在刀中尺度和:
中尺度的低端、J AI、寸、:和R的取

值均较大，这表明该对称不稳定确是

中尺度 特别是 Ii中尺度上的不稳

定。此外我们还注意到 图 2上

J元、、J又:和k随扰动波数。了即波
长 L的变化是连续光滑的 并不存

在间断
一~一~r一 一

5 结语
30 60 l20 1‘卜

一 一 一 一

        i8自

    本文得到以下主要结果:

    (1)滞弹性近似下的对称不稳定

是中尺度 特别是万中尺度上的不稳定

图2Y }.,(虚线)、习*:(点线)和k(实线)
          减纵坐标单1t: to, s')

  随扰动波长L(徽坐标单位:10 km)的变化

    (2)存在 WAVE-CISK时，滞弹性近似下的对称不稳定发生的条件也较

Boussinesq近似下的要苛刻
    (3)存在WAVE一ISK时.对称不稳定的谱点其分布在复平面右半平面、以原点

为圆心、以R。为半径的半圆域上，此即WAVE-CISK对称不稳定谱点分布的半圆定

理

    (4)得到了存在WAVE-CISK时估计对称不稳定增长率上界的公式，由此pr估计

出环境参数对该对称不稳定增长率的影响。

    这里要说明的是，R仅是不稳定增长率上限的估计，故而k大不一定该增长率就必
定大。由(25)式可知 当:v z大时R就大;但.V-大时层结很稳定，此时对称不稳定反

而不易发生。不过一旦有对称不稳定发生 (因加热反馈较强或其他原因)，此时其增长

率的确也较大，故而易引起VL线等强烈天气爆发。事实表明，美国东海岸的层结较中国

东部要强，那里鸭线发生的频率较高，强度也较大
    最后还要指出、以上的工作仅对滞弹性近似下存在WAVE-CISK时对称不稳定增

长率的上界作出了估计，且该估计忽略了加热分布函数G(约的影响，比较粗略。如何由

环境参数精确地得到该对称不稳定的增长率仍比较困难，这也是今后需进行的工作.
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Semicircle Theorem on the Spectral Distribution
in Symmetrical Instability with Wave-Cisk

                          Zhang Ming

(,Netearnlogical College, PLA L-nirersitp ofSdenre and Terh-lag,, .4'anjing 211101)

Abstract       The spectral distribution of symmetrical distribution with Wave-CISK under anelastic ap-

proximation is studied. The semicircle theorem on the spectral distribution in symmetrical instability
with Wave-CISK is obtained. The theorem can estimate the supremum of the growth rate of the msta

bility. II is found that under Wave-CISK. the heating feedback and stratification stability parameter

have important influences on the growth rate. The stronger the heating feedback and vertical shear of

basic flow. the larger the supremum of the growth rate. Also the simpler the structure of disturbance in
vertical direction, the larger the supremum. Condition to make symmetric instability under the anelaslic

approximation is harsher than under Boussinesq approximation.

Key words: symmetric instability; spectrum; semicircle theorem
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