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不稳定横波型扰动谱点分布的半圆定理*

张 铭 张立凤 P4  6
(解放军理工大学气象学院.南京 211101)

摘 要 作者在理论上对不稳定横波型扰动的谱点分布作了分析，得到了该不稳定扰动im

点分布的半圆定理.即谱点分布在复平面上以原点为圆心、以R,.为半径的卜半圆域上石并发

现扰动的波长越短、模式层顶越高 静力稳定度参数的绝对值越大 基流的垂直切变越大.

纬度越高则该半径就越大

关健词:不稳定二横波型扰动‘半圆定理

1 引言

    横波型扰动指的是扰动等位相面垂直于基本气流，即传播方向与基本气流平行的扰

动 过去对该扰动不稳定的研究主要集中在天气尺度和对流尺度波段上，斜压不稳定即

为天气尺度波段上横波型扰动的不稳定I"21  20世纪80年代后期张可苏又进一步研究了

惯性尺度波段卜横波型扰动的不稳定问题，并指出可归结于求解一个超几何方程的特征

值问题[i?l.但该求解只是原则性的，既困难也不直观 为此她给出了用打靶法求得的数
值解 以后我们也分别将该问题作为一个初值问题和将该微分方程的特征值问题离散化

为一个矩阵的特征值问题来进行数值求解，并对其结果作了讨论14.5]人们认为 有一

类强风暴 锋面以及与其相联系的雨带的发生与该不稳定有关。
    显然，若在理论上能对不稳定横波型扰动的1n点分布作出估计，则可得该不稳定增

长率的上界，并能看到环境参数变化对该不稳定增长率的影响，这可用半圆定理的形式

表现出来，是一件很有意义的工作

Z 数学模型

    本文采用张可苏研究横波型扰动不稳定的数学模型131，由该模型可得横波型扰动满

足的常微分方程及其相应的边界条件Icl.

(。+uk)[尸一(，+iek)2}访
  ，  2,  d附一 L1 nu —

              一 口二

居(Q+ ilk)[='V'z一(a+ uk)2 ]W = 0,
(I)

w一__。=0,                  W一:一，，一。.
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这里W是该扰动垂直运动的振幅 N2, /则分别为大气基本场的静力稳定度参数和地
转参数，这里均取为常数 H则为模式顶高，可认为是逆温层底或对流层顶的高度

u(_)为基本气流，设其随高度呈线性变化 注意到不失一般性可设u(:)= u,:,

:c-[0.川，这里if二du /d:且为大于零的常数、故有u,> u(:卜 0，此处而 为模式顶

k

为

处的基流 。为扰动频率，其为一复数 a- a, + is 当a, < 0时则有不稳定发生

为扰动波数且设人>0,

复数，显然,(# 0。此时

                  d-计

                    d --

设之=a+ ti(动去，

(1)式可写成;

    2J'-ku=  dW

  ), (/-一A-) d:

这里之为二的函数，当发生小稳定时因a

戊
-内厂

一 k -1- ,iW = 0 (2)

用 W 的共V} W’乘 (2)式.
、，、*_.h' 2一又2
升万b羊」不万厂一’十

丫一/-
/2一之2

和在上下边条件上有W-0,

在(0, H』上对 :积分，

可得:

d:十 人丁HI W I-d:+ 2f-'kW,0 。又(尸一之2)
dW
d巴

H丫一1
0/2一又2

IW12d:二0 (3)
月
!

丫

 
 
，
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k 

 
+

，。一Jo一dWd:一Zd: +‘2fx1w"1,0d一“， (4)

则有

2/ku,{0
兄(/2一元2)、，dw dz+ k2f  f}        d二 Jo

v，一f
/2一只2

1W12dz=一h (5)

对上方程两边取模后有

z f ku,丁H0元(/2一之2)
、·鲤d:+*2fHw*dWdz+kzl  n.-T IWl2dzl一，1.         (6)

    d: Jo厂一之一 }

利用一些不等关系，(6)式可写为

心f H2f ku:IAIlf ) - Al 11w·，一dWd:+ k2l}ti'2一f I fx丁   ( z I W 12 d. > ro . (7).1f-1.I
对 (7)式应用积分中值定理，有

厂

一·

  2/2 ku,    rH，.. 'Idw}，
— I 一昨 ii- 旧 :十

{只川f-一盯}J0 一d二}

k2},4'

}厂一ti,户W12dz> r0, (8)

这里

f}引=}。十、u(_川一}。+ku,卜。 :e [0, H],
!1;.,,}一}。+ku(_,,)I一{。+ku,,{>0,:、e[O,H]

(9)



大 气 科 学 26卷

在此记u(_,)为it, . u(_,》为u,

      I1一},}一{1.,+门·

同理，有

      }厂一引二{“、+个
犬、

it ,;为讯11)二u_ H 这样有

IA一//1

1又、一月

={。+k u,+川·!，+ku。一川>0， (10a)

一{，+k u, +川·】。十kit。一川>。

;一min(卜+ku,
      {。+k u,

，!。+k u,!，}。+k u,+川.}。+k u,一川」。+ku<r+
/1)>。

      (10b)

川.
      (11)

在此

之 一

:有:二}a+川的形式

用:和T=分别置换 〔s)

d为ku，ku,,,  kzi,+八ku一/，k风+乙k瓦一冲

式分母中的队}和I/=- ti, 1, I1'- ),I I项 考虑到(( 11)
式后知分母变小，故不等式(S)左边增大，则有

2)

得

3)

(1

可

。

2J'ku1“{Mw}{巡Id:十k-业一卫{“
Jn }at! T-       Jo

IWIZdz> !}

令。一{厂I W I' d: > 0,: 、}一祭Id:> 0,并引人无量纲量s= - / (Ilk)后，汀

O T,一)NZ一r,}:一2J= u, S<-。，

上式中

一1,/7k'一1  (Rr ' JIdw I」d二I
d厂+去1n�!、，Zdz= 1+  1k=

dW
d-

(14)

IWI2dz

门
川一阴|
劫

不等式 (13)也可写为标准形式:

:3+尸:+q -< 0, (15)

这里有

P= I A.上二I刹
(16)

q= 2f2u三蕊。

令F(动=:

0< T< +

十PT+ q，现考察函数F(T)的图像和性质 虽然我们感兴趣的T的区间是

z，但为直观，这里不妨设一CC < T<十W 显然此时函数F(T)在纵轴上的

截距为 q=

为实数

解方程d F(T )aT

解方程d- F(T)d7=

=3扩+P=。可知，T1.2二士J-p/3 因P-< 0,

= 6r= 0可知，T,= 0。此外有;-00时F(T) ̂ -,

  故Tj

T 卜一 01-时

F(T)，一二 由此可ICI出F(T)的图像如图l所示，并可知此时三次方程F(T)= 0必有且

仅有一非负实根:十 注意到q-< 0且:E[0, T,]时必有F(T)-< 0，这样:十即为(14)式成
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(l7)

{l8)

(l9)

立时:的上界(参见图1)。考虑到:=一，+dl，显然此时有

                          :一}a+ 4l<- :+.

由此可得

上式也可写为

一司一}4l}，+八}(:、

一司蕊:、十1八}

注意到有

    Iku,.I< kuu,  Iku，一<ku�, Iku士川(ku� +/Iku,士川提kuH + f,    (20)

故有

                          IAI-< ku�+f,                           (21)

这样有

}川(:十十}国-<z,+ku�+户 Ro, (22)

即有

时+a;-<R吕

由上式可知，(1)式中和边条件所构成的常微分方程的特征值问题，

分布在一个以原点为圆心、以R。为半径的圆域上(参见图2)

              (23)

其谱点在复平面上

图1函数Ri)的图像 图z 不稳定横波型扰动的谱点分布

    当发生横波型扰动不稳定时，a，必小于零，这样不稳定谱点均应分布在复平面上
述圆域的下半部分，即图2上的阴影部分 故横波型扰动不稳定的诺点分布在复平面上
一个以原点为圆心、以R。为半径的下半圆域中，此即横波型扰动不稳定谱点分布的半
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圆定理 由(15), ( 16)和(22)式可见影响凡值大小的环境因子有u_,  k

和11等

    由该半圆定理可见，当尺。固定后 }。，{可能达到的最大值即为Ro,
。，=。;而扰动传播的最大相速则为Ro / k= C_,，即有

N2、厂

此时有

          Rn _

〔一111。一下 一“H十_fk+干 (24)

此时则有。，=0 即该扰动是稳定的，任何不稳定扰动的相速均小于该值 (参见图2)a

3  R。的估计

    由 (

ku�+/a

21)式可见 R。分别由大于零的两部分组成，第一部分为T十，第二部分为

显然，k, u，H,泄大，第二部分的值就越大。下面对第一部分即7、作出

估计。此时可认为有

1洲IdW 1-， 1 W-.， 才2
， I 干— }Q:. - 月= 一气;
H J。一d= I 月 H=      H-

气叫’d二-
{，

李IN2H二W-
刀

(25)

，·{{dWd=  d:一青W H。一_W-H'

产
1

‘

‘
l
es

i

1
-H

l
一H

这里W为垂直运动振幅W的估计量 由此。r对。和迄/，进行如下估计

户dW/d=12d一
  户W 1-d=

晰2/1f

  矛ZH

        I         kH
1+ 一-:---二二 二 — .

    k-H =    1+ 1/kH

(26)
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估计出，、咨/，后，则可得P和9的估计值P'和9'

(n=
一。-

kH·IN 2一r'-}，。
一 爷 U。
  kH + I/KB

2/-'U-
(27)

kH + I/kH
〔O

注意到在此!)和à的表达式仅由环境参数组成，与W无关、这样给定环境参数后认的估

值T、则是以下三次方程的唯一非负的根:

                      户(:)=;，+卢什q'= 0.                          (28)

方程(28)的形式与方程F(r)二0全同，故对函数八动的性质不再赘述 当参数元、k.



l期 张 铭等:不稳定横波型扰动i普点分布的半圆定理

丫、厂和H确定后，则方和卒就确定了，这样方程(28)可解、由此即可得:、的估值
T, 。

    由函数八:)的性质可知、当{同和}引越大时、则节_越大(可参见图1)由上面%' l e
的表达式中可知:II越大则N越大，这样7、也就越大，即大的凤速垂直切变该相速的
上界较大。从该表达式中还可见，kH越大91a1川越大，而kH对v"的影响则相对较小，这
样kII越大，k. H越大 T、应越大。当模式顶高H固定后，则扰动的水平尺度越小则

礼越大 静力稳定度参数N2对熟的影响取决于队2一f一该项越大则芍+也越大
这里还可见，k.瓦、H对R。中上述第一部分和第二部分的影响是相同的，故它们大则

Ro也大 而N2. 01R。的影响则仅由上述第一部分即由i，来决定。
    以下分别取参数N2, ,f, k及a:的不同数值来计算T, .  Ro和C..，这里取

R。二7-+k而+r c m.� =西+fl k+4. /k 以探讨这些参数的影响并同时验证

上面的结果

    首先讨论水平波长L对7、和R的影响 表1给出了取参数N2,厂u_和H分别
为。8 x 10-1 s-2, 0.9 x 10-" s-', 4 x 10-3 s-‘和10 km时(此时基流为讯。)二0ms ,.

u(H卜而=40 m s-，上述参数也是文献[51. [71上的取值，以下若无特别说明均取该
值夕，对不同的乙(水平波长)的计算结果 当基流为一常数u�且N21。时，横波型扰
动是稳定的 此时方程(1)退化为一个常系数方程，其与边条件构成的本征值问题可

解析求解 并可得其频散关系为

                    rc'l=u

f2/二\2
一二}二二 I十 IV -
k=\打 /

(29)

/兀1=
1二二 ! 十 K-
\ 月 /

这里已取垂直波数为1 在表1上也给出了其他参数相同，但基流无垂直切变、即取常

数u三l1H=40m8，时，按(29式)对C:,,的计算结果(这里C，为40 m 8-I，无须计
算) 由该表可见C:的变化趋势及量级与C二、相近。由表1还可见，L越大，节十和R0

就越小，这与上面的讨论完全一致

表1相应不同L算得的T. R。和C m,� (H

  Zn0     50〕

10 km)

乙/km

(10-0

fI0,

50     100 5000

丫
〔C, /
(',/

  Im s

(m s

tms

26.951

153.51

48.865

46.369

33 631

22.153

73J18

58 345

48.386

11 614

巧 104

引 137

65.472

貂刀39

31_016

8.5992

22.066

70.237

49.401

30599

3.8115

9夕380

77_493

51.495

28 505

2.2278

5石411

89.780

56 915

23 085

  2000

1.4727

3 6294

115.53

70.028

99722

0夕788

2.3814

189.51

112.18

32.183

勺

J

协

)

)

    其次讨论v，对T、和R。的影响。除.厂外环境参数仍取上述值，为方便讨论.厂取为
1x104 s-，表2则分别给出了L为50 km, 200 km和2 000 km时T、和R6随,v2的变
化。由此表可见，}N“一尸卜。时(即表中N，一1『”s-，的情形)T、和R。最小。对于
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表2对应不同的L和N，算得的F和R,,(H0 10 km)

                                      x=/52
L- kn，一，l o"一一一OK一一一111 '一一~10"'        10-'一-        10-}

Rn/(10-" s-' )

3.4448

28482

1.3594

54710

16415

36160

3_3906

2_8387

1 3592

54.656

16 405

3.6158

3 9284

29336

1 3613

55.194

16.500

3 6180

8.0891

〕8513

1.3831

59.355

17 418

3 6397

24 764

9.5981

1 5986

76.029

23 164

〕8553

78_274

29.983

3.2602

129.51

43.549

5 5169

一扮佗七，

///

肠

70

64

59

52

肠

a

s

a

民

民

5

，
‘

，
乙

，
‘

内石

 
 
 
 

︵几

丫
0
1)/、22,14

2212

40       60       80

u, / (10, s ,)

50 km的扰动 N2大于阂值

l o-I s-2时，r̀+和Ro随h.2增加
而迅速增大 对于200 km的扰

动·该阂值增至10-5 s-Z。当扰
动尺度达 2 000 km时，对于上

表中的N3的取值，T+和R。均

不大。故可推测 当ti, 2在
10-5 S-2或略大时，对方中尺度

系统扰动，发生不稳定时其极易

增长，故对此应引起注意

    F面再讨论T.和R0随u,
的变化情况 图3给出了L为

50 km,  200 km和 2 000 km时

r+和R。随u的变化。图中环

境参数均取以上的值.由图可

见，随着u的增大，i十和Ro

均增大。

    最后考察.厂对T+和Ro的影
响。图4给出了相应不同的 L

在不同纬度上(即.厂不同)算得
的T+和R 的曲线图。这里环境

36

30

24

18

户

6

八
U

O

O

︵11

几

n

n

，、

l

q

闷
廿

‘、

，，

1

︵宁的
丫
01)\
。代

  40       60

/(]V S-1)

图3  ?,  (a)和Ra (b)随蔽的变化图

实线为2 0(10 km〔右标尺〕，虚线为200 km(中间标尺)

点线为50 km(左标尺)

参数仍取以上的值。由该图可见，随着纬度的增加则芍、和R。均增大
    观测表明，很多强对流天气爆发前在大气边界层顶附近 (其高度约I km左右)均

有逆温层，该层对不稳定能量的积累有重要作用。正如上面所说，该逆温层底可作为模

式层顶 为此下面取H=1 km来进一步讨论L, N2, u,、  P司i，和R。的影响。这时

u,可依据:一。处，u=0 m s-',  z--1 km处，u--20 ms，来确定，即取u: =2 x
10, S-1，而厂为讨论方便仍取值为1x100s‘由于逆温层范围不会太大，这里水平
波长L取为1。一200 km 表3给出了此时对应于不同的L和N“计算得到的礼和Ro,
    比较表2，表3可见，此时虽然风切变u增大了，但因H减小了，故7、和尺。也
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表3对应不同的L和尸算得的认和R.，〔H一Ikm)

                                          \’一/5-
]km 一下丁产一一不万一一 一不不 一一下了厂一一一而了一

::

                                ]0

尺n/《lo45lJ 50

56632

36，26

23243

13233

29805

961】下4

56貂2

36，13

23241

132)]

29804

9607飞

57985

36840

23254

13246

29吕17

96086

，2674

381]0

23381

13393

29944

962]3

17125

5()斗56

24652

】4379

31168

9，4吕4

53231

]2石24

36471

17989

38，57

】0，10

一
减小了 另外，与表1、表2类

似，子，和R。也随L的增大而
减小
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    本文对不稳定横波型扰动的

谱点分布作了理论分析和计算

并得到以下主要结论:

    川 不稳定横波型扰动的诸

点分布在复平面上以原点为圆

心、以R。为半径的下半圆域
上 此即不稳定横波型扰动谱点

分布的半圆定理

    (2) 扰动的波长越短，模式

顶H越高，则该半径R。越大。

    (3) 静力稳定度参数万2的

绝对值越大，则该半径R。越

大。

    (4) 垂直风切变越大，则该

半径R。越大
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      图4 子 减a) 和R。〔b)随纬度的变化图

实线为ZO00km(左标尺)，虚线为200km(中间标尺工

                点线为50km(有标尺)

    (5) 纬度高处该半径R。要较纬度低处大

    最后要指出的是:虽然R。可被认为是不稳定横波型扰动最大增长率的上界，但这
并不意味着一定有不稳定发生 一般说来R。中包含有扰动振荡频率的部分，即k刃，+.厂

项。这样用R。来估计该不稳定扰动最大增长率的上界就太宽，应用了+来估计更好 如

何对不稳定横波型扰动最大增长率的上界作出较好的估计，我们已在研究中
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A Semicircle Theorem on the Spectral Distribution

in Transverse Instability Perturbation

Zhang Ming    and  Zhang Lifeng
lln.trifi}re司Mercoralogr. PLA Cnirereirp of Seien<r-dT,, hunlogv. }tinn/in,g 211101 )

Abstract     The spectral distribution of (he transverse instability perturbation is theoretically studied.

A semicircle theorem on the spectral distribution in transverse instability perturbation is derived. The
theorem reveals that this distribution is in the lower semicircle of complex plane with the ccntercnd ra-

dius R，The results show that the shorter the wavelength. the higher the mode top and the latitude, the

larger the vertical shear of basic flow and the absolute value of static stability parameter, the larger the
I'lld川S
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