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摘　要　　根据碰并率通量随粒子半径变化极小的物理事实，利用半径空间极值点处碰并

率函数的连续光滑的性质，把在低Ｐéｃｌｅｔ数条件下得到的碰并率的三阶渐近展式和纯重力

作用下的碰并率一阶解，推广到中Ｐéｃｌｅｔ数重力对流与Ｂｒｏｗｎ运动都不能看成小量的耦合

碰并条件中，同时得到高Ｐéｃｌｅｔ数条件下碰并率的三阶数值解，最后首次得到高Ｋｎｕｄｓｅｎ

数条件下分子体系任意Ｐéｃｌｅｔ数条件下的碰并率。
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１　引言

我们已经根据温景嵩建立的低Ｋｎｕｄｓｅｎ数下重力和Ｂｒｏｗｎ耦合碰并的统计理

论［１～３］得到了高Ｋｎｕｄｓｅｎ数下求解碰并率的对分布方程，并求得了低Ｐéｃｌｅｔ数条件下

强Ｂｒｏｗｎ弱重力耦合碰并结果
［４］。在纯重力碰并条件下，我们求得了一级近似下的对

分布函数和捕获系数，和Ｓｍｏｌｕｃｈｏｗｓｋｉ完全忽略弱布朗的纯决定型的轨迹法的结果完

全一致［５］。但是，在高Ｋｎｕｄｓｅｎ数分子体系条件下，对分布方程表面上看起来，没有

双球的重力和Ｂｒｏｗｎ纵向相关函数，纵向传输是一个常量，似乎比低Ｋｎｕｄｓｅｎ数连续

介质下要简单，但是由于ｖａｎｄｅｒＷａａｌｓ引力的复杂性没有变化，因此从对分布函数来

看，与之同阶的重力项虽然重力相关函数简单了，但并没有起到简化方程的作用。而

对于Ｂｒｏｗｎ扩散项来说，低Ｋｎｕｄｓｅｎ数下的扩散系数由于有纵向扩散函数，它是随两

粒子表面最小距离的一次幂趋于零的，准确地表达了流体体系连续介质中的润滑膜阻

力的性质。在高Ｋｎｕｄｓｅｎ数分子体系中，Ｂｒｏｗｎ扩散系数为一恒量，不会随两粒子的

接近而趋向于零，这就使问题比连续介质中更加复杂。反映在求解对分布方程的过程

中，如果按照原来的理论计算下去，由于对分布函数的二阶解的数量级与边界层厚度

相同，则碰并率二阶解出现积分发散的问题，其性质与低Ｋｎｕｄｓｅｎ条件下求解对分布

方程是类似的，这也正是严格统计理论当初无法建立的主要两个困难之一。由于高

Ｋｎｕｄｓｅｎ数条件下不存在流体动力相互作用，我们无法使用低Ｋｎｕｄｓｅｎ数下的成熟理



论和方法，这就要求我们必须发展一条崭新的思路来解决该问题。

２　高犓狀狌犱狊犲狀数下分子体系中两种极限的适用范围

在高Ｋｎｕｄｓｅｎ数、低Ｐéｃｌｅｔ数情况下，我们把全域分成内域和外域，并且匹配出

不同的方程，其物理依据是重力作用以距离的负二次幂衰减而Ｂｒｏｗｎ作用以负三次幂

衰减，则存在一个临界距离，在小于临界距离的内域，弱重力是强Ｂｒｏｗｎ的微扰；在

大于临界距离的外域重力相对Ｂｒｏｗｎ作用不再是高阶小量。

在以上分析和结果的基础上，如果加大Ｐéｃｌｅｔ数，则势必会使临界距离减小，外

域的范围扩大，内外域的分界向里即向距离小的方向移动。物理上，对应着重力输送

逐渐增大，Ｂｒｏｗｎ输送逐渐减小。由于ｖａｎｄｅｒＷａａｌｓ分子引力势在距离比较大时衰减

快，因此我们应该可以把外域挪近许多，Ｐéｃｌｅｔ数可以比较大。但是，该条件下的

Ｐéｃｌｅｔ数还不可以大于１，否则内域将不存在，变成强重力弱Ｂｒｏｗｎ的情况。

以上分析可以这样描述：Ｐéｃｌｅｔ数逐渐增加，即是重力作用相对逐渐增大，Ｂｒｏｗｎ

作用相对逐渐减小，因为Ｐéｃｌｅｔ数没有大于１，所以始终Ｂｒｏｗｎ是相对主导项，相对

较强的作用项，只不过在不停减小；而重力项是相对次要项，相对较弱作用项，只不

过在不停增加。最重要的是，Ｂｒｏｗｎ作用项引起的减少量大于重力项引起的增加量，

致使对分布通量即碰并率的绝对大小在减小，并且在减小的趋势也是逐渐减小的，在

某一时刻，即Ｂｒｏｗｎ作用的减少量恰好等于重力作用的增加量，此时达到极限，再往

后，Ｂｒｏｗｎ作用的减少量将小于重力作用的增加量，这就不能再叫做强Ｂｒｏｗｎ弱重力

的情况，而是变成弱Ｂｒｏｗｎ强重力的情况。

另一方面，我们对重力占优的碰并问题求出了一阶解，在完全忽略掉Ｂｒｏｗｎ作用

项的近似下，得到一个比低Ｋｎｕｄｓｅｎ数条件下简洁的结果，以此来求其一阶碰并率，

同Ｓｍｏｌｕｃｈｏｗｓｋｉ的在完全忽略流体动力相互作用下的轨迹法的结果一致。同时，我们

确定了二阶解的量级为Ｐéｃｌｅｔ数的负二分之一次幂。但在进一步求解碰并率时，却出

现了二阶碰并率的积分发散问题，无法求得弱Ｂｒｏｗｎ对强重力的微扰，则温景嵩创立

的低Ｋｎｕｄｓｅｎ数弱Ｂｒｏｗｎ强重力耦合碰并理论
［１～３］无法使用，内插方法更是无从谈起。

对于高Ｐéｃｌｅｔ数的问题，数学上虽然只能做到一阶，但在物理性质上容易理解，

一阶对应纯重力碰并，之后各阶的解一定是由于Ｂｒｏｗｎ作用项的微扰产生的。用

Ｐéｃｌｅｔ数来描述，随着Ｐéｃｌｅｔ数的减小，重力作用相对逐渐减小，Ｂｒｏｗｎ作用相对逐

渐增大，因为Ｐéｃｌｅｔ数没有小于１，所以始终重力项是相对主导项，相对较强的作用

项，只不过在不停减小；而Ｂｒｏｗｎ项是相对次要项，相对较弱作用项，只不过在不停

增加。最重要的，是重力项引起的减少量大于Ｂｒｏｗｎ作用项引起的增加量，致使对分

布通量即碰并率的绝对大小在减小，并且在减小的趋势上也是逐渐减小的，在某一时

刻，即Ｂｒｏｗｎ作用的减少量恰好等于重力作用的增加量，此时也应达到极限，再往后，

重力作用的减少量将小于Ｂｒｏｗｎ作用的增加量，这就不能再叫做强重力弱Ｂｒｏｗｎ的情

况，而是变成弱重力强Ｂｒｏｗｎ的情况。

根据以上的分析，二者向中Ｐéｃｌｅｔ数推广，都会有一个使碰并率逐渐减小 （一种

情况是随Ｐéｃｌｅｔ数增加而增加，另一种是随着Ｐéｃｌｅｔ数的减小而增加，但都是往中
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Ｐéｃｌｅｔ数区域移动）的过程，到中Ｐéｃｌｅｔ数的某一值出现拐点，即碰并率随Ｐéｃｌｅｔ数

的单调关系发生改变。

３　更符合物理实际的连续方法

从两个极限的适用范围确定了它们可以向中Ｐéｃｌｅｔ数推广，对于低Ｐéｃｌｅｔ数情况，

Ｐéｃｌｅｔ数增大相当于内外域分界线向里挪；对于高Ｐéｃｌｅｔ数情况，Ｐéｃｌｅｔ数减小相当于

边界层厚度增加。可以判断，内外域分界线和边界层分界线重合之处，在碰并率曲线

上，对应有一个拐点存在。我们就可以把得到的低Ｐéｃｌｅｔ数情况下的结果推广到中

Ｐéｃｌｅｔ数情况，并利用拐点的数学性质确定求解重力占优微扰项的参数方程组。注意拐

点处是二者变化量相等，而不是重力和Ｂｒｏｗｎ作用相等。

根据Ｐéｃｌｅｔ数定义，对于在分子体系中半径分别为犪犻、犪犼，密度分别为ρ犻、ρ犼的犻、

犼粒子，我们得到高Ｋｎｕｄｓｅｎ数条件下的表达式：

犘犲＝
２π犵ρ犻
３犽犜

（１＋λ）１－
λγ（ ）σ

１＋
１

σλ（ ）２
犪４犻， （１）

其中，λ＝犪犼／犪犻，γ＝ρ犼／ρ犻，σ＝δ犼／δ犻。ρ犻、ρ犼为犻、犼球质量密度；犪犻、犪犼为犻、犼粒子半

径；δ犻、δ犼为表示气体分子碰撞到犻、犼粒子上的表面性质参数。犵是重力加速度，犽是

Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数，犜是绝对温度。代入强Ｂｒｏｗｎ弱重力条件下的表达式
［４］则得到有量

纲的碰并率与犻粒子半径的关系：

犉犻犼（狊）＝
３犽犜犆φ狀犼
狀Ｍ犿Ｍ犞Ｍδ犻

（１＋λ）１＋
１

σλ（ ）２

１
犪犻
＋犆φ

２π犵ρ犻
３犽犜

（１＋λ）１－
λγ（ ）σ

１＋
１

σλ（ ）２
犪３犻＋犃

（３）
０

２π犵ρ犻
３犽犜

（１＋λ）１－
λγ（ ）σ

１＋
１

σλ（ ）

熿

燀

燄

燅２

２

犪７烅

烄

烆

烍

烌

烎

犻 ，　（２）

其中，狀Ｍ 为气体分子数密度，犿Ｍ 为气体分子质量，犞Ｍ 为气体分子平均速率，狀犼为犼

粒子数密度，犆φ为纯Ｂｒｏｗｎ碰并率中的势力订正因子。犃
（３）
０ 为低Ｐéｃｌｅｔ数条件下无量

纲碰并率Ｎｕｓｓｅｌｔ数的三阶微扰系数。

另一方面，当犘犲１，我们求得捕获系数微扰项的量级与边界层厚度相同，即与

Ｐéｃｌｅｔ数平方根的倒数在数量级上一致，Ｎｕｓｓｅｌｔ数应该写为

犖狌（犾）＝
１
２犆φ
（犘犲＋犮１ 槡犘犲＋犮２）， （３）

其中，犮１、犮２为待定参数。则由 （１）式和纯Ｂｒｏｗｎ碰并率可以得到有量纲的碰并率为

犉犻犼（犾）＝
π犵ρ犻狀犼

狀Ｍ犿Ｍ犞Ｍδ犻
（１＋λ）２ １－

λγ（ ）σ 犪３犻＋珓犮１犪犻＋
珓犮２
犪［ ］
犻
． （４）

（３）和 （４）式各未知参数之间的关系为

犮犖
珓犮犖
＝
２π犵ρ犻
３犽犜

（１＋λ）１－
λγ（ ）σ

１＋
１

σλ（ ）

熿

燀

燄

燅２

犖
２

，　犖＝１或２． （５）
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　　为保证碰并率函数的连续性和光滑性，在犻粒子半径空间，两种极限应该有共同的

拐点。在拐点处，它应有两个方面的性质：（１）碰并率的函数值相等；（２）碰并率对

半径的导数值相等且都是零，则得到下面的方程组：

犉犻犼（狊）＝犉犻犼（犾）， （６）

ｄ
ｄ犪犻
［犉犻犼（狊）］＝

ｄ
ｄ犪犻
［犉犻犼（犾）］＝０． （７）

求解以上方程组则可确定重力占优区域的参数。

４　高犓狀狌犱狊犲狀数下分子体系中的碰并率

由 （２）和 （７）式可得拐点的位置：

犪０＝
３犽犜 １＋

１

σλ（ ）２ ９犆２φ＋２８犃
（３）槡 ０ －３犆［ ］

φ

２８π犵ρ犻犃
（３）
０ （１＋λ）１－

λγ（ ）
烅

烄

烆

烍

烌

烎σ

１
４

， （８）

拐点处的Ｐéｃｌｅｔ数为

犘犲０＝
９犆２φ＋２８犃

（３）槡 ０ －３犆φ
１４犃

（３）
０

． （９）

将 （８）和 （９）式代入 （６）和 （７）式，得：

犮１＝
犆φ

犘犲槡 ０

（１＋犆φ犘犲０＋犃
（３）
０ 犘犲

２
０）－２ 犘犲槡 ０， （１０）

犮２＝犆φ（１＋犆φ犘犲０＋犃
（３）
０ 犘犲

２
０）＋犘犲０． （１１）

　　为了和低Ｋｎｕｄｓｅｎ数条件下的情况相比较，我们可以取和一般的低Ｋｎｕｄｓｅｎ数条

件下相同的参数。求得的结果见表１。

表１　拐点处各参数

λ 犆φ 犃（３）０ 犘犲０ 犖狌０ 犈犻犼０ 犆犌 犠犻犼０

０．１２５

０．２５

０．５

０．９

１．０２９０

１．０４５２

１．０６０８

１．０６７４

－０．３３０７

－０．３１８８

－０．３０７０

－０．３０１９

０．５５４７

０．４８９３

０．４５２４

０．４４０１

１．４６９０

１．４３５１

１．４１７１

１．４１１３

５．４４９９

６．１３０８

６．６４４８

６．８４５１

１．７４００

１．８５８８

１．９５５９

１．９９４９

３．１３２２

３．２９８３

３．３９７３

３．４３１２

　　从表１可以看出，随着粒子相对半径的接近，粒子在半径空间极值点犪０ 对应的

Ｐéｃｌｅｔ数空间的犘犲０在逐渐减小，由于以上都是λ≤１即犼粒子的半径不大于犻粒子的

半径的情况，因此可以认为是犼粒子的半径的增加使粒子间重力作用增加，犘犲０向小的

方向移动，更加易于达到二者耦合作用之和为最小的状态。

表示二者耦合作用之和最小处的Ｎｕｓｓｅｌｔ数犖狌０随着两粒子半径接近而减小，正

好说明去除纯Ｂｒｏｗｎ作用，两粒子相对重力作用随着两粒子半径的接近而减小。

以上两点进一步反映了我们以低Ｐéｃｌｅｔ数结果为基础，推广到全域的正确性。由

此可以指出，对于捕获系数，一定会得到相反的结果，即捕获系数的极值将随着两粒

子半径接近而增大。本文的结果完全符合这一结果。该性质与 Ｗｉｌｓｏｎ等
［５］的低Ｋｎｕｄ

ｓｅｎ数结果的物理性质一致。表１中的捕获系数犈犻犼０由下式给出：

８２９ 　　 大　　气　　科　　学 ２８卷　



犈犻犼０＝
２犆φ
犘犲０
犖狌０， （１２）

则类似于纯Ｂｒｏｗｎ碰并理论，可以定义出纯重力碰并下的势力订正因子犆犌为

犆犌 ＝
２（犖狌－１）

犘犲
犆φ． （１３）

　　从表１可以看出，犆犌随着λ的增大而增大，符合随着犼粒子半径的增大，ｖａｎｄｅｒ

Ｗａａｌｓ势随着增大的性质的。由它乘以忽略粒子间势力作用的纯重力碰并率通量，得：

犉
（犌）
犻犼 ＝犉

（０）
犻犼犆犌 ＝π（犪犻＋犪犼）

２犞
（０）
犻犼狀犼犆犌． （１４）

　　上式是综合考虑重力和势力作用的碰并率，在概念上可类比于本文及本文所列参

考文献中的纯Ｂｒｏｗｎ碰并率，实际是势力和Ｂｒｏｗｎ两种作用下的碰并率，对应于犆φ
是表示势力对于纯粹的无势力的Ｂｒｏｗｎ碰并率的修正，我们以后可以用犆犌来表示势力

对于纯粹的无势力的重力碰并率的修正。

所以，从无量纲的碰并率角度来说，我们定义一个新的无量纲碰并率：

犠犻犼 ＝
犉犻犼
犉
（犌）
犻犼

． （１５）

它是由纯重力的有量纲的碰并率做分母的，在概念上相当于以纯Ｂｒｏｗｎ碰并率做分母

的Ｎｕｓｓｅｌｔ数，它比捕获系数更能反映高Ｋｎｕｄｓｅｎ数下的粒子的碰并性质。

而对于拐点处的犠犻犼０，得到的结果都是大于３的，并且是随着λ逐渐增大的，说明

在有量纲的碰并率最低点，对于碰并率的贡献，Ｂｒｏｗｎ作用大于重力作用，大约是两

倍左右。这就进一步说明在高Ｋｎｕｄｓｅｎ数条件下，Ｂｒｏｗｎ运动是气溶胶粒子的固有性

质，由于扩散系数是相加的关系，所以一个粒子半径的增大不会使输送减小得太少，

而对于重力输送，由于输送速度是两者相减的关系，所以粒子半径的接近必然使其减

小得很多，这就是犠犻犼０随着λ逐渐增大而增大的原因。

图１表明，无量纲的碰并率Ｎｕｓｓｅｌｔ数，随着Ｐéｃｌｅｔ数的增大而增大，不同的λ的

曲线走向规律大致相同，以至于在区间跨度很大时，无法区分。

图１　高Ｋｎｕｄｓｅｎ数下ｌｇ（犖狌－１）～ｌｇ（犘犲）关系

图２　 （犖狌－１）～犘犲关系

曲线从上到下的λ分别为０．９、０．５、１／３、０．２５、０．１２５
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　　图２是图１的局部放大，在看出Ｎｕｓｓｅｌｔ数将随着Ｐéｃｌｅｔ数变化的走势同时，可以

看出不同的λ的图像是有差异的。该结果可以这样理解：对于相同的Ｐéｃｌｅｔ数，λ的增

大虽然意味着Ｂｒｏｗｎ扩散的减小，但减小得不会太快 （扩散为两粒子半径平方的倒数

相加），对比来说，不会比重力相对速度减小得快 （相对重力速度为半径相减），因此

要保证相同的Ｐéｃｌｅｔ数，就必须增大半径或者说增大重力作用，所以对于相同的Ｐéｃｌｅｔ

数，碰并率随λ增大而增大。
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