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首先介绍了近年来新发展的非线性方程全隐式数值求解的
-E<F

方法!及其在地球流体力学方面应用计

算实例"可看到!无论在计算精度还是计算效率方面!全隐式数值求解远远超过常规的半隐式计算格式"其次!

还讨论了
-E<F

方法在气象非静力模式中应用方案!并提出了用静力假定和半隐式差分格式来构造预条件处理

器!变三维求解为二维求解!简化了方程组求解难度"该方案不仅可用于差分模式!也为用谱方法求解非静力模式提供

可能"
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引言

灾害性天气预报一直是气象科学的一个大课

题"国际上正着手开展的 &
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%'计划!其目的就在于改进对有重大影响
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%天气事件的预报"作为主要预报手

段!发展完善数值预报模式就成为当务之急"它涉

及多方面的问题!其中提高模式的水平和垂直分辨

率是基本的!也是有效的手段!这一点已为近二三

十年来数值预报实践所肯定"近年来!计算机和计

算技术迅猛发展!充分利用计算机资源!极大地提

高模式分辨率!发展高精度新一代数值模式!已成

为各国数值预报研究的共同努力方向!不仅是针对

中小尺度系统区域模式!对于中期预报和短期气候

预报模式也是如此"例如!欧洲中期天气预报中心

的计划!拟在
$""D

年全球模式达到
?#U6

分辨率!

而实际进展!很可能提前实现"

然而提高分辨率!不是简单地缩小网格就可达

到预期目的"研究表明!在目前模式水平上继续提

高分辨率是否有明显收益!采用全隐式方案是保证

之一"因此!发展全隐式模式!研究它的高效算

法!成为模式发展的一个前沿课题"

多年来!各国的模式广泛采用半隐式差分格

式(

?

!

$

)

!对不同时间尺度的大气运动采取不同的时

间差分格式"从计算稳定性看!半隐式格式容许人

们取时间步长远比显式格式的长"然而!这种在方

程组中对产生快波和慢波项分别采用显式和隐式差

分的做法!造成不协调形成新的误差源(

!

)

"例如!

对
!

坐标及本文使用的高度地形追随坐标C
D

中气压

梯度项的差分!其第一项是线性项直接做隐式差

分*而第二项是非线性项!先线性化得出一项线性

项和一项为偏差变量的非线性项!前者使用隐式差

分!后者使用显式差分"如此在气压梯度项这三部

分中!使用两种不同差分格式!无疑将产生不协

调!引起计算误差"另外!很难做到差分格式保持

原方程组的时空守恒性"很多采用半隐式格式的天

气预报和气候模式中!所使用的总能量守恒计算格

式!仅是在显式格式条件下才成立"例如欧洲中期天

气预报中心$

@'[\E

%原欧拉格式的模式就是如此"

只有向全隐式格式发展!才有助于解决上述问题"

在这组非线性方程中取全隐式格式!即不管是

在线性项还是非线性项中的变量均取下一时刻 $一

阶精度%或取下一和当前时刻的平均 $二阶精度%!

就能克服上面的问题"用迭代求解!在给定的时间

步长内多次迭代直至非线性线误差很小!就称之为

非线性协调求解方法"在这种全隐式非线性协调求

解方法中就不会出现像半隐式格式那样产生不协调

引起的误差及对计算格式守恒性影响 $如果此格式

是守恒的%"我国学者早已认识采用全隐式格式的

必要!并沿此方向长期不懈努力!例如!有名的全

隐式能量守恒格式(

>

)

!在离散化的差分方程组中应

用此格式可使整个系统在时间和空间上保持总能量

守恒!和防止能量向短波单向传递的 &尺度守恒

性'!保证计算绝对稳定"这比世界上常用的瞬时

空间守恒格式进了一大步"然而!这种全隐式格式

尚未解决迭代收敛问题!致使在实际应用时!不管

收敛与否只要达到事先设定迭代次数!就停止迭

代"这会带来不小的误差!并且总能量难于保持原

设计的时空守恒!因而需要探索更好的求解方法"

此外!大气谱模式!是对产生重力波的项进行

线性化!然后作隐式处理!其他项如平流项作显式

处理!最后消元形成对一个变量的线性
H+26(.25Z

或
G.),,.*

方程"全隐式格式应用于大气非线性方

程组时!就难于形成一个线性的
H+26(.25Z

方程"

另外!对于非静力的半隐式半拉格朗日预报模式!

最后要求解一个三维
H+26(.25Z

方程"这个方程是

变系数!且带交叉微商项!很难用谱方法处理"至

$$D

大
!

气
!

科
!

学

'()*+,+-./0*12.3456.,

7

(+0)898)+*8+,

!!!

!

!"

卷

:.2;!"



今还没有看到用全隐式格式求解谱模式的报导!这

可能是一个原因"

近年来!在计算数学领域内发展出一种专门针

对非线性方程隐式求解方法!称为
-E<F

$

-18.C)*A

30++<+T5.*AF0

S

2.R

%方法(

!

!

#

!

%

)

"

<+T5.*

方法提

供非线性协调性!而
F0

S

2.R

方法是用来解大型矩

阵"

-E<F

方法一个突出特点是!它不要求形成和

存贮
-18.C)1*

矩阵!只是将
-18.C)1*

矩阵的作用通

过一种差分来近似求得"其次!在
-E<F

方法中用

F0

S

2.R

子空间方法求解矩阵时往往使用广义的最

小余差法 $

][L@9

%

(

^

)

!它是求解大型非对称矩阵

的有效方法"十分关键的是!

-E<F

引入预条件处

理器 $

7

0+8.*N)5).*+0

%!或称 &预条件子'!使求解

的矩阵尽量对角化!迭代求解十分有效"预条件处

理器的有效构造!十分依赖于所研究的物理问题!

因而具有充分的研究发展空间!需要我们气象工作

者去研究!而这也是主要的难点所在"根据物理问

题形成的预条件处理器(

!

)是十分好用的!它在给定

的时间步长内对给定的问题给出一个光滑且合理的

近似解"目前在国外!

-E<F

方法已成功地应用到

计算物理的多个领域(

%

)

!如流体动力学+空气动力

学+等离子物理+电抗性流和相变流+辐射扩散和

辐射流体力学以及地球物理流体等领域中"在国

内!大气科学领域尚未见其应用的报导"

本文第一部分 $包括下面的第
$

和第
%

节%!将

概述非线性方程全隐式数值求解的
-E<F

方法及

应用于气象等一些计算结果!其中包括本文作者最

近的部分计算结果"第二部分 $包括第
!

+

>

+

#

节%!提出应用
-E<F

方法!研究数值天气预报和

气候模拟中完全非线性动力学方程组的全隐式计算

问题!给出了大气非静力模式中应用方案!以期提

高计算精度及改进非静力模式天气预报和气候摸拟

的效果"最后第
^

节是本文一个总结"

?

!

!"#$

方法

-E<F

方法最先是在文献(

#

!

D

)中提出!这里简

介如下"以
<+T5.*

方法求解如下非线性方程组!

E

$

!

%

F

"

! $

?

%

!

是离散变量的向量"对$

?

%式用
W1

S

2.0

展开!略

去高次项!

E

$

!

G

H

?

%

F

E

$

!

G

%

H

EI

$

!

G

%$

!

G

H

?

J

!

G

%"

令上式右端为零就得到严格的
<+T5.*

法!其迭代

形式为

!!!

"

$

!

G

%

"

!

G

FJ

#

$

!

G

%!

!

G

H

?

F

!

G

H"

!

G

!

!!

G

F

"

!

?

!,! $

$

%

给定初值
!

"

"这里
#

$

!

G

%是非线性余差向量值$它

将在第
>

节中详细给出%!

"F#I

是相关的
-18.C)1*

矩阵!

G

是非线性迭代指数"迭代依赖于非线性余

差的范数!直到

"

#

$

!

G

%

"

"

#

$

!

"

%

"

#

>

0+,

$

F

?;"

K

?"

J

^

%!

迭代停止"这里
>

0+,

是非线性收敛判据"

在多数情况下!公式$

$

%中的
-18.C)1*

矩阵
"

是巨大的!有时写不出具体形式!且求解十分耗

时"往往采用
F0

S

2.R

迭代的解法
][L@9

近似求

解!第
+

次
F0

S

2.R

迭代是如下形式#

"

!

G

+

F

3

"

$

"

H

3

?

"$

"

H

3

$

"

$

$

"

H

,

H

3

+

"

+

$

"

!

$

!

%

这里!

$

"

FJ

"

"

!

G

"

J

#

$

!

G

%!

"

!

G

"

是初始估值"而
3

"

!

3

?

!

3

$

!,!

3

+

是由
F0

S

A

2.R

方法构成的系数$即
][L@9

算法来计算%"

F0

S

2.R

迭代直到

"

"

"

!

G

+

J

#

$

!

G

%

"

"

"

"

!

G

"

J

#

$

!

G

%

"

#

#

>

!

这里!

#

>

F$"

#

$

!

G

%

"

!

$

是常数!取为
?;"_?;"

!̀

"

<+T5.*AF0

S

2.R

方法需要形成和贮存
-18.C)1*

矩阵!对于一些复杂的非线性系统!这是十分艰巨

的工作"但观察$

!

%式!可发现仅要求
-18.C)1*

矩

阵的作用$即矩阵与变量相乘%!而不要求矩阵本

身"

-18.C)1*

矩阵的作用可近似表示(

#

!

D

)为

"%

$

#

$

!

H#

%

%

J

#

$

!

%

#

! $

>

%

这里!

#F

%

:

%

F

?

3!

%

:

"

%

"

$

!

!!

3

F

?;"

K

?"

J

D

!

这里
:

是格点数"$

>

%式近似表示
-18.C)1*

矩阵的

作用!不需要形成和贮存矩阵"然而却要求贮存每

一 个
F0

S

2.R

向 量 $

3

"

$

"

!

3

?

"$

"

!

3

$

"

$

$

"

!,!

3

+

"

+

$

"

%"因此!假若
F0

S

2.R

迭代数是巨大的!则

贮存量就不可承受"这里保持迭代数充分小的关

键!是对这个线性系统进行预条件处理"方程 $

$

%

!$D

#

期
!

<.;#

陈嘉滨等#
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方法概述及其在大气全隐式非静力模式中的应用方案
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式的预条件处理方案为

"

$

!

G

%

&

J

?

&

"

!

G

FJ

#

$

!

G

%! $

#

%

这里
&

是预条件处理矩阵!它应具有使矩阵

$

"&

J?

%尽量对角化的性质"定义新矩阵为

"I

F

"

$

!

G

%

&

J

?

;

$

%

%

而新解为

"

!I

F

&

"

!

G

! $

^

%

即

"I

"

!I

FJ

#

$

!

% $

D

%

或把$

D

%式重写为

"&

J

?

"

!I

FJ

#

$

!

G

%

;

$

&

%

解上面方程!我们需要计算矩阵
"&

J?

$

F"I

%对

F0

S

2.R

向量
%

的作用!

'

F

"&

J

?

%L

$

?"

%

计算上分为两步进行#

$

?

%对
(

求解
&

(

F%

!相当于对后面第
#

节半

隐式方程 $

#$

%

#

$

#%

%或 $

#̂

%求解*

$

$

%用
-18.C)1*A30++

近似计算!

"

(

&

#

$

!

H#

(

%

J

#

$

!

%

#

! $

??

%

该过程每次需要
-18.C)1*

矩阵的作用时都要进行"

当
F0

S

2.R

方法对解
"

!I

收敛后!最后一步是对
"

!

求解!

&

"

!

F"

!I

! $

?$

%

完成一次
<+T5.*

迭代"

$

陈德辉等!新一代多尺度数值预报系统技术手册$内部交流%!

$""$

@

!

大气非静力模式基本方程组

@=>

!

在高度
D

坐标中的基本方程

运动方程

N&

N$

FJ

/

,

%

.8.,

&

''

'(

H

)

<

H

E

&

H

&<51*

&

.

!$

?!

%

N<

N$

FJ

/

,

%

.

''

'

&

J

)

&

H

E

<

J

&

$

51*

&

.

! $

?>

%

NM

N$

FJ

/

,

%

''

'

.

J

8

H

E

M

;

$

?#

%

在静力情况下直接令
NM

-

N$

为零"

连续方程

$

$J

?

%

N

'

N$

FJ'

9

!

H

E

(

%

%

;

$

?%

%

热力学方程

N

%

N$

F

E

(

%

'

! $

?̂

%

这里!

E

(

%

F

N

=

H

E

=

/

,

!

$F

/

,

O

!

N

$%

N$

F

'

$%

'

$

H

&

38.,

&

'

$%

'(

H

<

3

'

$%

'

&

H

M

'

$%

'

D

;

E

&

!

E

<

!

E

M

!

E

=

为扩散项!

N

=

为非绝热加热项"

三维散度
9

!

+位温
%

和气压中间变量
'

分别定义

为

9

!

F

%

.

)

F

?

38.,

&

'

&

'(

H

?

38.,

&

'

<8.,

&

'

&

H

'

M

'

D

!

%F

=

,"

$ %

,

O

/

,

F

=

'

!

'F

,

,

$ %

"

O

/

,

;

其他符号与常用气象符号相同"

@=?

!

高度地形追随坐标C

D

中的基本方程

高度坐标是描述非静力平衡动力过程的理想垂

直坐标!但是起伏不平的地表面给下边界条件的给

定增加了困难"考虑到这一点!采用既有
!

坐标地

表面是一个坐标面特点!又有高度坐标性质的 &高

度地形追随坐标'$

(+)

M

(5AC1,+N5+001)*A3.22.T)*

M

8..0N)*15+

%作为垂直坐标(

&

)

!定义为

C

D

F

P

W

D

J

P

,

$

(

!

&

%

P

W

J

P

,

$

(

!

&

%

! $

?D

%

这里
P

,

和
P

W

分别为地形高度和模式层顶高度"

在
DFP

,

处!

C

DF"

*在
DFP

W

处!

C

DFP

W

"高度地

形追随坐标中的垂直速度C

M

可表示为

C

M

F

N

C

D

N$

F

P

=

%

P

,

M

J

%

P

D

%

P

,

&

38.,

&

'

P

,

'(

H

<

3

'

P

,

'

$ %

( )

&

!

$

?&

%

其中!

M

是
D

坐标中的垂直速度!

%

P

,

FP

W

JP

,

$

(

!

&

%和
%

P

D

FP

W

JD

"上下边界条件为C

M

W

F

C

M

,

F

"

!

在C

D

F

"

和C
D

F

P

W

处"这种高度地形追随坐标在国

内已成功地应用到非静力模式中)

"

在绝热无摩擦假定下!上面的方程 $

?!

%

*

$

?̂

%在高度地形追随坐标C

D

中!可改写为

'

;

'

$

J

$

)

H

+

%

Q

H

C

M

'

;

'

C

D

H

?

3

$

?

J

,

$

%

.

!

'

'(

;

$

H

Q

$

$ %

$

H

/

,

%

?

3

'

'(

H

P

,R

'

'

C$ %

D

' F

"

!$

$"

%

>$D

大
!

气
!

科
!

学

'()*+,+-./0*12.3456.,
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'

Q

'

$

H

$

)

H

+

%

;

H

C

M

'

Q

'

C

D

H

?

3

'

'

,

;

$

H

Q

$

$ %

$

H

!

/

,

%

?

J

,

$

3

'

'

,

H

P

,

1

'

'

C$ %

D

' F

"

! $

$?

%

'

M

'

$

H

;

3

$

?

J

,

$

%

'

M

'(

H

Q

3

'

M

'

,

H

C

M

'

M

'

C

D

H

!

/

,

%

P

W

%

P

,

''

'

C

D

H

8

F

"

! $

$$

%

''

'

$

H

;

3

$

?

J

,

$

%

''

'(

H

Q

3

''

'

,

H

C

M

''

'

C

D

H

!

?

$

$J

?

%

'

9

!

F

"

! $

$!

%

'%

'

$

H

;

3

$

?

J

,

$

%

'%

'(

H

Q

3

'%

'

,

H

C

M

'%

'

C

D

F

";

$

$>

%

为了便于谱方法应用!上面的方程中已将速度 $

&

!

<

%改写为

;

F

&8.,

&

!

Q

F

<8.,

&

;

垂直速度+涡度和三维散度定义为

C

M

F

P

W

%

P

,

M

J

%

P

D

%

P

,

?

$

?

J

,

$

%

$

;P

,R

H

QP

,

1

( )

%

!

+

F

?

3

$

?

J

,

$

%

'

Q

'(

J

?

3

'

;

'

( )

,

!

9

!

F

$

9

!

%

C

D

J

?

$

?

J

,

$

%

%

P

,

$

;P

,R

H

QP

,

1

%

;

而 $

9

!

%

C

D

是C
D

面上的散度!定义为

$

9

!

%

C

D

F

?

3

$

?

J

,

$

%

'

;

'

( )

(

C

D

H

?

3

'

Q

'

$ %

,

C

D

H

'

C

M

'

C

D

;

其他符号定义为

,

F

,)*

&

!

!!!!!!

P

,R

F

?

3

'

P

,

'(

!

P

,

1

F

$

?

J

,

$

%

3

'

P

,

'

,

!

其中!

P

,

是地形高度"$

$"

%

*

$

$>

%方程就是非静

力模式大气控制方程组!它包含有声波!用显式格

式计算!时间步长只能取得非常小!计算效益差"

如用半隐式计算需求解三维的
H+26(.25Z

方程!迭

代难于收敛"下面我们将用第
$

节中介绍的
-E<F

方法求解!具体分析如下"

A

!

非线性余差!!!全隐式差分格式

为便于灵活的空间离散化 $或差分方法或谱方

法%!方程组 $

$"

%

*

$

$>

%仅对时间离散化!保留空

间微分形式!其非线性余差书写如下#

$

;

"

H

?

J

;

"

%

?

%

$

H

?

$

J

$

)

H

+

%

Q

H

C

M

'

;

'

C

D

(

H

!

?

3

$

?

J

,

$

%

'

'(

;

$

H

Q

$

$ %

$

H

/

,

%

?

3

'

'(

$

H

$

$#

%

!

P

,R

'

'

C%

D

)

'

"

H

?

H

?

$

(,)

"

F

E

&

$

;

"

H

?

%!

$

Q

"

H

?

J

Q

"

%

?

%

$

H

?

$

$

)

H

+

%

;

H

C

M

'

Q

'

C

D

/

H

!

?

3

'

'

,

;

$

H

Q

$

$ %

$

H

/

,

%

$

?

J

,

$

%

3

'

'

&

(

H

$

$%

%

!

P

,

1

'

'

C

)

D

0

'

"

H

?

H

?

$

(,)

"

F

E

<

$

Q

"

H

?

%!

$

M

"

H

?

J

M

"

%

?

%

$

H

?

$

;

3

$

?

J

,

$

%

'

M

'(

H

Q

3

'

M

'

,

(

H

!

C

M

'

M

'

C

D

H

/

,

%

P

W

%

P

,

''

'

C

D

H

)

8

"

H

?

H

?

$

(,)

"

F

$

$̂

%

!

E

M

$

M

"

H

?

%!

$

'

"

H

?

J'

"

%

?

%

$

H

?

$

;

3

$

?

J

,

$

%

''

'(

H

Q

3

''

'

,

(

H

!

C

M

''

'

C

D

H

?

$

$J

?

%

'

9

)

!

"

H

?

H

?

$

(,)

"

F

$

$D

%

!

E

'

$

'

"

H

?

%!

$

%

"

H

?

J%

"

%

?

%

$

H

?

$

;

3

$

?

J

,

$

%

'%

'(

H

Q

3

'%

'

,

(

H

!

C

M

'%

'

C

)

D

"

H

?

H

?

$

(,)

"

F

E

%

$

%

"

H

?

%!

$

$&

%

其中!方括号中的省略号表示这里的所有项与前一

个方括号中的项全完相同"右端项表示方程时空离

散后引起的非线性余差!向量表示为

#

$

!

"

H

?

%

F

E

&

$

&

"

H

?

%

E

<

$

<

"

H

?

%

E

M

$

M

"

H

?

%

E

%

$

'

"

H

?

%

E

%

$

%

"

H

?

)

*

+

,

%

! $

!"

%

!

是向量离散变量 $

&

!

<

!

M

!

'

!

%

%"

B

!

静力假定下的控制方程组!!!预条

件处理器

!!

这里!我们是将静力和绝热假定下的方程组作

为预条件处理器"理由是!从物理上讲!控制方程

组的静力假定下的解与非静力的解应比较相近!后

者的解仅是前者的锦上添花"因此!静力假定下的

解形成的预条件处理矩阵!具有前面公式$

#

%中要

求的性质111矩阵$

"&

J?

%尽量对角化!进一步加快

#$D

#

期
!

<.;#

陈嘉滨等#

-E<F

方法概述及其在大气全隐式非静力模式中的应用方案
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迭代收敛速度"

BL>

!

控制方程组

在静力和绝热假定下!方程组$

$"

%

*

$

$>

%改写为

运动方程#

'

;

'

$

J

$

)

H

+

%

Q

H

C

M

'

;

'

C

D

H

?

3

$

?

J

,

$

%

'

'(

;

$

H

Q

$

$ %

$

H

!

/

,

%

?

3

'

'(

H

P

,R

'

'

C$ %

D

' F

"

! $

!?

%

'

Q

'

$

H

$

)

H

+

%

;

H

C

M

'

Q

'

C

D

H

?

3

'

'

,

;

$

H

Q

$

$ %

$

H

!

/

,

%

?

J

,

$

3

'

'

&

H

P

,

1

'

'

C$ %

D

' F

";

$

!$

%

连续方程#

''

'

$

H

;

3

$

?

J

,

$

%

''

'(

H

Q

3

''

'

,

H

C

M

''

'

C

D

H

!

?

$

$J

?

%

'

9

!

F

";

$

!!

%

为计算C

D

面上的垂直速度!上方程又可改写为

'

C

M

'

C

D

FJ

$

$J

?

%

'

N

'

N$

J

9

$

! $

!!S?

%

或

-

P

=

"

?

'

N

'

N

$ %

$

N

C

D

FJ

.

9

$

$

$J

?

%

;

$

!!S$

%

其中!

.

9

$

是所有各层二维散度 $

9

$

%

G

的平均!

9

$

定义为

9

$

F

9

J

?

$

?

J

,

$

%

%

P

,

$

;P

,R

H

QP

,

1

%

;

这里C

D

面上的散度
9

定义为

9

F

?

3

$

?

J

,

$

%

'

;

'

( )

(

C

D

H

?

3

'

Q

'

$ %

,

C

D

!

垂直速度C

M

是积分 $

!!S?

%式求得为

C

M

FJ

-

C

D

"

$

$J

?

%

'

N

'

N$

N

C

D

J

-

C

D

"

9

$

N

C

D;

$

!!S!

%

热力学方程#

'%

'

$

H

;

3

$

?

J

,

$

%

'%

'(

H

Q

3

'%

'

,

H

C

M

'%

'

C

D

F

";

$

!>

%

静力方程#

''

'

C

D

FJ

%

P

,

P

W

8

/

,

%

;

$

!#

%

为计算C

D

面上的垂直速度C

M

!上方程又可改写为

!!

N

N$

''

'

C$ %

D

H

?

%

P

,

$

Q

%

P

,

%

''

'

C

D

F

";

$

!#S?

%

9

!

又可改写为

9

!

F

9

$

H

'

C

M

'

C

D

L

$

!%

%

方程 $

!?

%

*

$

!#

%是在静力和绝热假定下的控制方

程"而连续方程$

!!S?

%+$

!!S$

%和静力方程$

!#S?

%

是用来计算诊断变量垂直速度C

M

的"

BL?

!

半隐式方程组

为构造半隐式差分格式!需对产生重力波的项

分出线性项来"

运动方程#用静力关系 $

!#

%式!运动方程气

压梯度项第二项为

/

,

%

P

,R

''

'

C

D

F

/

,

%

P

,R

J

%

P

,

P

W

8

/

,
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因此!运动方程可化为
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因此!连续方程可化为
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热力学方程#令
%

F

%
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%

"

!热力学方程为
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热力学方程的半隐式项应从垂直平流的垂直速度C

M

中分出线性项来!因
%

"

取为常数!则此分出的线性

项为零!这就等于热力学方程是取显式格式"

静力方程#
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半隐式方程组差分形式
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!!

由 $

>$

%+$

>!

%式可以看出!气压梯度力的两

项用
"

和
"H?

时刻分别进行计算!可能引起截断

误差的不一致"对比 $

$#

%+$

$%

%式全隐式格式!

则不存在这个困难"

计算垂直速度#先利用连续方程 $

!!S$

%和静

力方程 $

!#S?

%计算出各层的
N

'

-

N$

!然后将
N

'

-

N$

代入方程 $

!!S!

%计算出C

D

面上的垂直速度C

M

"最

后按C

M

和
M

的 $

?&

%关系式计算出
D

面上的垂直速

度
M

"这是在静力假定下计算 $诊断%出的垂直速

度!它相当于非静力条件下用方程 $

?&

%计算出的垂

直速度"不同在于前者是诊断的!后者是预报的"

BLA

!

预条件处理器

这里采用静力和半隐式构造预条件处理器"由

前面的公式 $

$

%看到!求解变量是变量的增量!而

不是变量本身"因此!我们将方程 $

>$

%

*

$

>#

%的

预报变量改写为增量形式 $

"

形式%!以便在后面的

<+T5.*

方法中用作预处理器"令
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>D

%

"

M

F

M

"

H

?

J

M

"

! $

>&

%

"' F'

"

H

?

J'

"

! $

#"

%

"%F%

"

H

?

J%

"

;

$

#?

%

注意!此处 $

>&

%式中的
"

M

不是一个预报变量!其

中
M

"H?是在其他几个方程预报出后!再诊断求出!

这里形式上把它写为预报变量"
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或形式上把 $
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%
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$

#%

%式写为
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#̂

%

其中!向量预报变量
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+右端项
*
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和矩阵
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$即前面公式要求的预条件处理矩阵%为
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现在来求解方程 $

#$

%

*

$

#%

%"对 $

#$

%+$

#!

%和

$

#>

%联立+消元!最后求得以组合变量
"

9

为变量

的
H+26(.25Z

方程!
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完全预处理过程包括如下几个步骤#

$

?

%先解方程 $

#D

%得出
"

9

*

$

$

%将
"

9

代入方程 $

##

%求出
"'

*

$

!

%将
"'

代入方程$

#$

%和$

#!

%求出
"

;

和
"

Q

*

$

>

%显式求解 $

#%

%得出
"%

*

$

#

%利用上节方法诊断算出
M

"H?

!并使用前时

刻的
M

"可得到
"

M

*

$

%

%从而求出解向量
"

!F

$

"

&

!

"

<

!

"

M

!

"'

!

"%

%

W

"

至此!给出了以半隐式静力模式为预条件处理

器+求解全隐式非静力模式的完整方案"对照第
$

节
-E<F

的求解流程!不难看出!$

$#

%

#

$

$&

%式就

是求解
"H?

时刻变量
!

"H?的非线性方程组
#

$

!

%

F

"

!而 $

#$

%

*

$

#%

%式!则给出预处理器
&

的表达式

和求解$即计算
&

J?

%的方案"事实上!

&

的求解过

程与半隐式模式 $

#$

%

#

$

#%

%式的求解过程是类似

的*应用
-E<F

求解过程!可以看成是实现不同层

次!即不同简化模式之间的联系和过渡"因此!

-E<F

$以及预处理器%既是求解方法!同时又形成

一组基于同一结构 $

8.*3)

M

/015).*

%!便于相比较的

模式系列"

C

!

计算结果

这里引用国内外用
-E<F

方法全隐式求解非

线性方程的一些计算结果!佐证
-E<F

方法的可行

性及效率"

C=>

!

非线性全隐式和半隐式格式的比较

文献(

!

)用非线性全隐式和半隐式求解带有科

里奥利项的浅水波方程!并分析了非线性全隐式和

半隐式的差别!发现后者人为引入了误差项"图
?

表示在网格上的等高线!实线是全隐式方法!虚线是

半隐式方法!点线是全隐式方法加上半隐式方法引

入的误差项"这里可看到非线性全隐式和线性半隐

式的显著差别"假若没有空间离散化误差!则点线

D$D
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科
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图
?

!

非线性全隐式和半隐式的差别 $引自文献(

!
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格点
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7

.)*5,

应与虚线重合"如此非线性全隐式和半隐式的差别

在于时间离散化引起"因此!这表明全隐式与半隐

式的差别!随着模式分解的提高将会逐渐由空间差

别为主转为时间离散化差别为主!这就是为什么高

分解模式必须考虑使用全隐式时间差分格式的理由"

C=?

!

非线性全隐式和半隐式精确度的比较

用非线性全隐式和半隐式时间差分格式!分别

对格点为
?$D_?$D

的海洋 $图
$1

%和大气 $图
$C

%

问题求解带有科里奥利项的浅水波方程!初值给定

一个涡旋由西向东运动!共积分了约
$$$$

小时"

以显式格式的解为 &精确'解!分别与非线性全隐

图
$

!

非线性全隐式和半隐式的精确度的比较$引自文献(

!

)%#

$

1

%海洋*$

C

%大气"圆圈表示半隐式!正方形为全隐式
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M
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156.,
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(+0)8

式和半隐式时间差分解的均方根误差来度量其精确

度"图
$

给出了时间步长 $

!

坐标%和均方根误差

$纵坐标%的关系!由图可看出!均方根误差为
?="

情况下全隐式格式的时间步长为半隐式格式的
$""

倍 $对海洋!图
$1

%*均方根误差为
$="

情况下全隐

式格式的时间步长为半隐式格式的
!"

倍 $对大气!

图
$C

%"或者说!对同一时间步长全隐式格式误差

明显要小"

C=@

!

非线性全隐式和半隐式有效性的比较

图
!

给出了不同的时间步长 $图中数字表示时

&$D
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图
!

!

在
?$D_?$D

格点上非线性全隐式和半隐式有效性的比较

$引自文献(
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%大气"圆圈表示半隐式!正方

形为全隐式*图中的数字表示时间步长与空间步长之比
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间步长与空间步长之比%完成
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小时积分后的

'GP

时间和均方根误差的关系!由图可看到!给定

$

陈长胜!纪立人!陈嘉滨!等
=-E<F

方法在求解全隐式无粘
I/0

M

+0,

方程中的应用 $未发表%

一个均方根误差!非线性全隐式格式所用的
'GP

时间远小于半隐式的
'GP

时间*当时间步长增加

一倍时所用的
'GP

时间!非线性全隐式格式的低

于半隐式的
'GP

时间"

C=A
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湿汽泡的模拟

文献(

?"

)模拟了二维沉降湿气泡的上升过程"

在
$#%"6_#?$"6

范围内取
?$D_$#%

个格点+时

间步长为
%

$a";"?$#,

!并采用全隐式格式积分了

%"",

!最后得到的位温分布场作为基本场"在这个

基本场上可发现由于潜热释放形成一个暖区!和由

于雨水沉降通过未饱和大气蒸发形成一个冷区"图

>

分别给出了积分
%"",

!得到的半隐式计算结果位

温场$时间步长
%

$

分别为
"="%$#,

+

"=?$#,

+

"=$#,

%和全隐式计算结果位温场 $时间步长
%

$

为

$=",

%分别与位温基本场之偏差在暖区部分的分布"

由图
>

可看出半隐式格式计算精度似乎远比全隐式

格式低*而全隐式格式的时间步长远比半隐式的长!

是声波柯朗条件
'EK

允许的时间步长的
!$

倍"
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台风模拟

文献(

?"

)用高度
D

坐标+包括简单物理过程+

无地形的三维非静力模式!计算范围为
?#""U6_

?#""U6_?#U6

!且以
?#"_?#"_#"

网格剖分!

模拟了台风四天发展过程"图
#1

表示模拟台风的

均方根误差与时间步长的关系!可看到全隐式格

式使用最大时间步长 $

%",

%产生的均方根误差远

小于半隐式格式用最小时间步长 $

?,

%产生的误

差"图
#C

表示模拟台风的均方根误差与
'GP

时

间的关系!可看到耗费相同
'GP

时间情况下!全

隐式产生的均方根误差远远小于半隐式的"图
%

是全隐式和半隐式格式分别取不同时间步长!模

拟台风位温的均方根误差随时间发展情况!由图

可知!时间步长取最长 $

%",

%的全隐式格式$图

中用三角形表示%在台风
!

#

>

天发展过程中!均

方根误差远小于半隐式格式的任何一种时间步长

$图中#菱形!

#=",

*圆形!

$=#,

*方形!

?=",

%

产生的均方根误差"

C=C

!

平流方程

下面是本文作者最近做出的部分计算结果$

"

应用
-E<F

方法求解二阶全隐式差分的平流方程!

同时该方程一阶半隐式差分形式作为预条件"将其

结果与二阶显式差分+二阶半隐式差分平流方程的

模拟结果进行比较分析!发现隐式格式模拟效果最
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图
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!

台风模拟的均方根误差分别与时间步长 $

1

%和
'GP

时间 $

C

%的关系图$引自文献(
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)%"图中数字表示时间步长 $单位#
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表示全隐式!正方形为半隐式

E)

M

=#

!

]01

7

(,.3

$

1

%

+00.0R,=5)6+,5+

7

,)Z+1*N

$

C

%

+00.0R,='GP5)6+30.65(+)6

7

2)8)56+5(.N

$

8)082+,

%

1*N5(+,+6)A)6

7

2)8)56+5(.N

$

,

V

/10+,

%

30.6(/00)81*+,)6/215).*,

$

30.60+3+0+*8+

(

?"

)%

=W(+*/6C+0,)*5(+3)

M

/0+,N+*.5+5)6+,5+

7

,

?!D

#

期
!

<.;#

陈嘉滨等#

-E<F

方法概述及其在大气全隐式非静力模式中的应用方案

'H@<-)1AI)*+512=4L+R)+T.3-E<F[+5(.N,1*NJ5,4

77

2)815).*,)*456.,

7

(+0)8===

!!!



图
%

!

模拟台风位温的均方根误差 $

@00.0

%随时间 $单位#

N

%

发展情况 $引自文献 (
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好!半隐式次之!显式结果最差"表现在!隐式格

式当时间步长较大时!仍具有稳定的解*隐式格式

的精度随时间分辨率的提高有明显提高!而半隐式

和显式的精度随时间分辨率的提高无明显变化*最

突出的是!隐式结果很好地保持了解析解的特征*

而半隐式和显式的计算解中突变点附近出现不同程

度的扰动!并逐渐向上下游频散"图
^

给出了在

(

?̀

!

?

)区间上!时间步长取
%

$a$

%̀

!基本气流取

/

&a$;"

时!在
$a?

时刻上述三种差分格式的模拟结

果!图中实线为计算解!虚线为相应的解析解"

D

!

结语

在这篇文章中!首先介绍了近年来发展的非线

性方程组全隐式数值求解的
-E<F

方法原理!及其

在地球流体力学方面应用计算实例!展示其应用潜

力!特别是在时空高分辨率计算格式中的应用潜

力"我们看到!无论在计算精度还是计算效率方

面!这种方法都远远超过常规的半隐式计算格式"

在如何从问题的物理性质方面构造好预条件处理矩

阵
&

!是求解非线性全隐式方程组的核心!这里有

很多工作值得气象工作者深入研究"

据此!本文提出了应用
-E<F

方法以地形跟随

坐标作为垂直坐标的气象非静力模式方案!并采用

图
^

!

$a?

时刻三种不同格式差分的模拟结果#$

1

%二阶全隐

式差分*$

C

%二阶显式差分*$
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%二阶半隐式差分
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静力假定和半隐式差分格式来构造预条件处理器!

变三维求解为二维求解!简化了方程组求解难度!

这不仅可用于差分模式!也为用谱方法求解非静力

模式提供可能"
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