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摘  要  滤除声波的大气运动方程中不包含声波，基于滤除声波方程建立的数值模式可以用较大的时间步长进行

数值积分。Durran 在 1989 年提出了一种新的滤除声波的方法，命名为“假不可压”方程，该方程考虑了温度扰

动引起的密度变化，忽略了气压扰动引起的密度变化。本文根据 Durran 提出的假不可压理论，推导出了一组地形

追随坐标下的通量形式的假不可压方程。该方程在形式上与 WRF（Weather Research and Forecasting）模式中 ARW

（Advanced Research WRF）动力框架的控制方程非常接近。我们进一步将推导出的假不可压控制方程改写到了

WRF 模式中，建立了基于 WRF 模式框架的假不可压模式。用构建的假不可压模式和 WRF 模式做了两组对比试

验：湿热泡对流试验和重力流试验。比较两种模式的模拟结果，可以看出假不可压模式的模拟结果与 WRF 模式

的模拟结果非常接近，说明在 WRF 模式框架下建立的假不可压模式是合理可信的。 
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Abstract  Soundproof equations do not contain acoustic waves, which is why numerical models based on soundproof 
equations can use relatively lager timesteps for numerical integration. Durran proposed a new method to eliminate 
acoustic waves in 1989 and named it “pseudo-incompressible” equations, which retain the air density variations caused 
by temperature perturbations but ignore the density variations caused by pressure perturbations. In this paper, the authors 
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followed the pseudo-incompressible theory and derived a set of flux-form pseudo-incompressible equations in the 
terrain-following coordinate. The form of the set of equations the authors derived is quite similar to that of the equations 
in the ARW (Advanced Research WRF) dynamic solver of the WRF (Weather Research and Forecasting) model. The 
authors further modified the codes of WRF model according to the flux-form pseudo-incompressible equations, and thus 
established the “pseudo-incompressible model” based on the frame of WRF model. The authors then conducted two sets 
of numerical experiments, i.e. a heat-bubble convection experiment and a gravity current experiment, using the 
pseudo-incompressible model and WRF model, respectively. Comparing the results of these simulations, the authors 
found that the meteorological fields simulated by the pseudo-incompressible model are quite close to those by the WRF 
model, which indicates that the pseudo-incompressible model we built within the frame of WRF model is reliable. 
Keywords  Anelastic model, “Pseudo-incompressible” model, Compressible model 

 

1  引言 
大气中包含多种波动，其中传播速度最快的是

声波。对于预报方程采用显式时间差分方案的大气

数值模式而言，模式的最大积分时间步长会受到传

播速度最快的波动——声波的限制（Durran and 
Blossey, 2012）。由于声波没有显著的气象意义，为

了避免声波对积分时步的限制，部分数值模式会采

用滤除声波的控制方程组。在大气控制方程中滤除

声波是指在一定的假设条件下，对大气控制方程做

一定的简化和近似，滤除声波并保留具有气象意义

的波动。模式中常用的滤除声波的控制方程有包辛

尼斯克方程、滞弹性方程（Ogura and Phillips, 1962; 
Wilhelmson and Ogura, 1972; Lipps and Hemler, 
1982; Bannon, 1996）和假不可压方程（Durran, 1989, 
2008）。 

包辛尼斯克近似忽略了连续方程中的密度个

别变化项，从而使连续方程简化为了风场无辐散形

式的诊断方程。包辛尼斯克近似仅适用于垂直尺度

小于大气标高的大气运动，在描述深对流时，由于

未考虑层结密度随高度的变化，则会产生较大误

差。为了解决上述问题，滞弹性近似引入了一种新

形式的连续方程，适用于研究深对流运动。 
滞弹性方程组的构建可以追溯到 1953 年，

Batchelor（1953）基于“密度和气压的分布与绝热

分层的大气中的密度和气压分布接近”的假设给

出了一组简化的控制方程，这就是最早的滞弹性方

程组。Ogura and Phillips（1962）通过严格的尺度

分析也得到了同样形式的大气控制方程组，并命名

为“滞弹性”方程组。Dutton and Fichtl（1969）拓

展了包辛尼斯克近似，使其适用于研究可压缩流体

中的深对流运动。Gough（1969）在滞弹性方程中

考虑了分子输送和辐射传输过程。Wilhelmson and 

Ogura（1972）在 Ogura and Phillips（1962）工作的

基础上详细分析了气压扰动对饱和水汽压的影响。

Lipps and Hemler（1982）假设位温的基本态随高度

缓慢变化，利用尺度分析得到了描述湿深对流的滞

弹性方程组。随后，Lipps（1990）改进了 Lipps and 
Hemler（1982）推导滞弹性方程组的过程，不再参

考两个经验参数，使结果更加客观可信。Bannon
（1996）建立了包含水汽和相变过程的能量守恒的

湿滞弹性方程组。 
    Durran（1989）提出了一种新的滤除声波的动

力学方程组，命名为“假不可压方程”，并成功用

于构建数值模式。随后，Almgren et al.（2008）和

O’Neill and Klein（2014）拓展了 Durran（1989）的

工作，前者建立了包含源汇项的假不可压模式，后

者建立了包含水物质的假不可压模式。假不可压近

似成立的条件有两个：一是扰动的拉格朗日时间尺

度远大于声波传播的时间尺度，二是扰动气压远小

于平均状态的气压。从物理意义上来看，假不可压

近似的质量平衡中部分考虑了密度扰动的影响，即

考虑与温度场扰动相关的密度扰动，而忽略与气压

扰动相关的密度扰动。而在滞弹性近似中，密度扰

动 对 质 量 平 衡 的 影 响 则 被 完 全 忽 略 了 。

Smolarkiewicz and Dörnbrack（2008）以及 Achatz et 
al.（2010）认为假不可压近似的动力场比滞弹性近

似的动力场更接近完全可压缩大气。Nance and 
Durran（1994）认为假不可压系统的准确性高于滞

弹性系统，Klein（2009）也证实了这一点。由此可

见，假不可压近似比滞弹性近似更接近真实大气。

此外，从成立条件来看，假不可压方程不涉及对扰

动位温的量级的假设，而滞弹性方程需要，这使得

假不可压近似的适用范围更广。综上所述，假不可

压方程比滞弹性方程的准确性更高，适用范围更

广，更适合用于构建数值预报模式。 



1 期 
No. 1 

胡文豪等：建立η坐标系下的假不压模式及其数值试验 
HU Wenhao et al. A Pseudo-incompressible Model in the η Coordinate and Its Numerical Experiments 

 

 

 

211

WRF（Weather Research and Forecasting）模式

广泛用于数值预报和研究，拥有成熟的平流方案和

微物理模块。WRF 模式 ARW（Advanced Research 
WRF）动力框架采用了地形追随坐标系（η 坐标

系），可以简化复杂地形的下边界条件，能够较好

地处理复杂地形问题。本文选取 WRF-ARW 动力框

架作为模式的框架基础，用假不可压近似（Durran, 
1989）改写模式的控制方程组，建立了基于 ARW
动力框架的假不可压模式。 
    本文将给出假不可压模式的建立过程，之后采

用相同的试验设计方案，用假不可压模式与 WRF
模式，分别进行湿热泡对流试验和重力流流理想试

验，并对两种模式的模拟结果进行分析和比较。 

2  假不可压控制方程的建立 
Durran 提出的“假不可压方程”与完全可压

的方程的核心区别在于连续方程的形式不同。在

“假不可压方程”中，连续方程的形式如下： 

( )d 0,
d zt
ρ ρ

∗
∗+ ∇ ⋅ =V          （1） 

其中， zV 是三维风矢量， ∗ρ 是假不可压密度，定

义是 ( / )ρ θ θ ρ∗ = 或者
0( / )

d

v

R
c

dR pπ ρ θ∗⎡ ⎤= ⎣ ⎦ 。θ 是位

温。π 是平均无量纲气压，定义是 ( )0/
d

p

R
cp pπ = 。p 、

ρ 、θ 是平均状态的气压、密度和位温，仅随高度

变化。 0p 是参考气压，取 1000 hPa。 dR 是干空气

的比气体常数， pc 和 vc 分别是干空气的等压和等容

比热容。 
2.1  连续方程的推导 
    由 Durran 提出的假不可压方程（1），利用 z 坐
标系和η 坐标系的转换关系（Kasahara, 1974）： 

z z
η

η
∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

，                （2） 

( )2 2 2 ,z z
zη η
η

η
∂ ∂⎛ ⎞∇ = ∇ − ∇ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

          （3） 

可以得到 

2 2 0,z
z z z

t ηρ ρ ρ η
η η η η

∗ ∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ∇ ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&V
 

（4） 
将 / ( / )( / ) /h hz z p p gη η μ ρ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = − 代入公式（4），
可得 

2 2 0,zt η
ρ ρ ρμ μ μη
ρ ρ η ρ

∗ ∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ ∇ ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

&V （5） 

定义新变量 ∗μ ，令 ( / )μ ρ ρ μ∗ ∗= 。将 μ∗ 代入公式

（5），可以得到 

2 2( ) ( ) ( ) 0,zt η ημ μ μ η
η

∗ ∗ ∗∂ ∂
+ ∇ ⋅ + =

∂ ∂
&V     （6） 

公式（6）即为η 坐标系中的假不可压连续方程。

其中， ( )/h htp pη μ= − ， hs htp pμ = − ， hp 是气压中

的静力分量， htp 和 hsp 分别是模式上、下边界的气

压的静力分量。 ρ 是密度， 2zV 是水平风矢量，

( ) ( )2 / /z z z
x y∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂i j是 z 系下的水平梯度算

子， ( ) ( )2 / /x yη η η
∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂i j是η 系下的水平梯

度算子。以下，控制方程均投影在η 坐标系下，为

了简便省略控制方程中部分算子中的角标。 
2.2  假不可压控制方程的推导 

由 Laprise（1992）给出的大气运动控制方程 
组，并用假不可压连续方程替换其连续方程，可以

得到如下形式的假不可压控制方程： 

( )
1

,d h
u

R T pu p pu F
t p x x

φ
η η

−
∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ ⋅∇ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
V （7） 

( )
1

,d h
v

R T pv p pv F
t p y y

φ
η η

−
∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

+ ⋅∇ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
V  （8） 

 ( ) 1 1 ,w
w pw g F
t μ η

⎛ ⎞∂ ∂
+ ⋅ ∇ − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
V                   （9） 

( ) ,F
t θ
θ θ∂

+ ⋅∇ =
∂

V                                         （10） 

( ) ( ) ( )2 2 0,zt ηη
μ μ μ η

η
∗ ∗ ∗∂ ∂

+ ∇ ⋅ + =
∂ ∂

&V     （11） 

( ) 0,gw
t
φ φ∂

+ ⋅∇ − =
∂

V                                   （12） 

,αμ μ
α

∗
∗=                            （13） 

1 ,ϕα
μ η

∗
∗

∂
= −

∂
                        （14） 

1 ,ϕα
μ η

∂
= −

∂
                         （15） 

0
0

,dR
p p

p

γ
θ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                       （16） 

其中， gzφ = 是位势， 1/α ρ= 是比容， 1/α ρ∗ ∗= 是

假不可压比容， / 1.4p vc cγ = = 。 ( )/u x⋅∇ = ∂ ∂ +V  
( ) ( )/ /v y ω η∂ ∂ + ∂ ∂ ， ( )d /dtω η η= =& 。 , , ,u v wF F F Fθ

是强迫项。 
    为了与 WRF-ARW 控制方程的形式一致，将上

述假不可压方程进行形式变换，得到了通量形式的

控制方程。通量形式的假不可压控制方程形式如下： 
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( ) ,U
U u p p F
t x x

α φ α φ
α η α η∗ ∗

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ ∇ ⋅ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
V

 

（17） 

( ) ,V
V u p p F
t y y

α φ α φ
α η α η∗ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ ∇ ⋅ − + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

V
 

  （18） 

( ) ,W
W pw g F
t

α μ
α η

∗
∗

⎛ ⎞∂ ∂
+ ∇ ⋅ − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

V     （19） 

 
( ) ,F

t
θ Θ

∂Θ
+ ∇ ⋅ =

∂
V

                    （20） 

( ) 0,
t

μ∗∂
+ ∇ ⋅ =

∂
V

                    （21） 

( )*

1 0,gW
t
φ φ

μ
∂

+ ⋅∇ − =⎡ ⎤⎣ ⎦∂
V

            （22） 

,αμ μ
α

∗
∗=                           （23） 

1 ,ϕα
μ η

∗
∗

∂
= −

∂
                       （24） 

1 ,ϕα
μ η

∂
= −

∂
                        （25） 

0
0

,dRp p
p

γ
θ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                      （26） 

其中，U uμ∗= ，V vμ∗= ，W wμ∗= ， μ η∗Ω = & ，

μ θ∗Θ= 。 / / /a Ua x Va y a η∇⋅ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂Ω ∂V ，

( )/a U a x⋅∇ = ∂ ∂ +V ( ) ( )/ /V a y a η∂ ∂ + Ω ∂ ∂ ， a 代表任

意气象变量。 ΘFFFF WVU ,,, 是强迫项。 
2.3  包含水物质的假不可压方程 

包含水物质的 WRF-ARW 控制方程中，连续方

程仅描述干空气的质量守恒，同时增加一组水物质

预报方程，用于描述水物质的演变（Skamarock et al., 
2008）。构建包含水物质的假不可压控制方程时，采

用了与 WRF 模式相同的方法，即连续方程仅针对

干空气建立，额外增加一组水物质预报方程。这里

略去推导过程，直接给出包含水物质的假不可压方

程： 

( ) ,d U
d

U p pu F
t x x

α φμ α
α η

∗
∗

∂ ∂ ∂ ∂
+ ∇ ⋅ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
V （27） 

( ) ,d V
d

V p pv F
t y y

α φμ α
α η

∗
∗

∂ ∂ ∂ ∂
+ ∇ ⋅ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
V （28） 

  ( ) ,d W
d

W pw g F
t

α μ
α η

∗
∗

⎛ ⎞∂ ∂
+ ∇ ⋅ − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

V     （29） 

   
( ) ,F

t
θ Θ

∂Θ
+ ∇ ⋅ =

∂
V

       （30） 

( ) 0,d

t
μ∗∂

+ ∇ ⋅ =
∂

V            （31） 

( )1 0,
d

gW
t
ϕ ϕ

μ∗

∂ ⎡ ⎤+ ⋅ ∇ − =⎣ ⎦∂
V   （32） 

 ( ) ,
m

m
m Q

Q
q F

t
∂

+ ∇ ⋅ =
∂

V               （33） 

,d
d d

d

αμ μ
α

∗
∗=               （34） 

1 ,d
d

ϕα
μ η

∗
∗

∂
= −

∂
            （35） 

1 ,d
d

ϕα
μ η

∂
= −

∂
            （36） 

0
0

,d m

d

Rp p
p

γ
θ
α

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
          （37） 

其中， ( )/dh dht dp pη μ= − ， d dhs dhtp pμ = − ， dhp 是

干空气中气压的静力分量。 dU uμ∗= ， dV vμ∗= ，

dW wμ∗= ， dμ η∗Ω = &， dμ θ∗Θ = 。 ( / )d d d dμ α α μ∗ ∗= 。

1/d dα ρ= 是干空气比容， 1/d dα ρ∗ ∗= 是干空气的假不

可压比容， ( / )d dρ θ θ ρ∗ = 。 (1d v c rq q qα α= + + + +  
1...)iq −+ ， vq 、 cq 、 rq 、 iq 分别是水汽、云滴、雨、

冰的混合比。 ( ) 11 ...d v c r iq q q qα α −∗ ∗= + + + + + 。

( )1 /m v d vR R qθ θ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ， m d mQ qμ∗= 。 mQF 是源汇项。 
2.4  扰动形式的假不可压方程 

为了减小计算气压梯度项和浮力项的误差，

WRF-ARW动力框架使用的是扰动形式的大气运动

控制方程。采用相同的方法，将 2.3 节的假不可压

控制方程改写成扰动形式，得到了扰动形式的假不

可压控制方程： 

,

d

d d d d U

U Uu Vu u
t x y

p p p F
x x x x

α
η α

φ φμ α α μ
η

∗

∗ ∗ ∗ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Ω
+ + + + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′+ + + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

   

（38） 

,

d

d d d d V

V Uv Vv v
t x y

p p p F
y y y y

α
η α

φ φμ α α μ
η

∗

∗ ∗ ∗ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Ω
+ + + + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′+ + + − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

  

（39） 
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d

W Uw Vw w g
t x y

α
η α ∗

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Ω
+ + + − ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

   

( 1) ,d
d d W

p g F
α

μ μ
η α

∗
∗⎡ ⎤′∂ ′− − + =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

   （40） 

 ,U V F
t x y

θ θ θ
η Θ

⎛ ⎞∂Θ ∂ ∂ ∂Ω
+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                  （41） 

0,d U V
t x y

μ
η

∗′∂ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                          （42） 

1 0,
d

U V gW
t x y

φ φ φ φ
μ η∗

⎡ ⎤′ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + + Ω − =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

（43） 

,
m

m m m m
Q

Q Uq Vq q
F

t x y η
∂ ⎛ ∂ ∂ ∂Ω ⎞

+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
            （44） 

,d
d d d

d

α
μ μ μ

α

∗
∗′ = −                                               （45） 

1 ,d d d
d

φα α μ
μ η

∗ ∗ ∗
∗

′⎛ ⎞∂′ ′= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                                （46） 

1 ,d d d
d

φα α μ
μ η

′⎛ ⎞∂′ ′= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                                  （47） 

,d d

d d

p
p

α μ
γ

α μ
⎛ ⎞′ ′′ ′Θ

= − −⎜ ⎟
Θ⎝ ⎠

                                  （48） 

其中， ( )p p z p′= + ， ( )zφ φ φ′= + ， ( )d d dzα α α′= + ，

( )d d dzα α α∗ ∗ ∗′= + ， ( , )d d dx yμ μ μ′= + ， ( , )d d x yμ μ∗ ∗= +  

dμ∗′。 

2.5  时间离散的假不可压方程 
    WRF 模式采用时步分离的积分方案，即用较大

的时间步长积分慢波，用时步较小的声模循环积分

高频波，兼顾计算效率和稳定。假不可压模式中，

同样采用了时步分离的积分方案。这里直接给出时

间离散形式的假不可压方程： 
*

*
* * *

t
t t

d d dt
d

U p p
x x x

τ τ
τδ α φμ α α

δτ α

∗ ∗

∗

⎛ ⎞ ⎡′′ ′′ ′′⎛ ⎞∂ ∂ ∂″+ + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣⎝ ⎠
 

*
** ,

t
t

d U
p R

x

τ
φ μ

η

⎤′′⎛ ⎞∂ ∂ ″− =⎥⎜ ⎟∂ ∂ ⎥⎝ ⎠ ⎦
       （49） 

*

*
* * *

t
t t

d d dt
d

V p p
y y y

τ τ
τδ α φμ α α

δτ α

∗ ∗

∗

⎛ ⎞ ⎡′′ ′′ ′′⎛ ⎞∂ ∂ ∂″+ + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣⎝ ⎠
 

*
**      ,

t
t

d V
p R

y

τ
φ μ

η

⎤′′⎛ ⎞∂ ∂ ″− =⎥⎜ ⎟∂ ∂ ⎥⎝ ⎠ ⎦
              （50） 

 
*

,
d

td U V R
x y

τ τ

μ

δμ
δτ η ∗

+Δ∗″ ′′ ′′ ′′⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
+ + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

        （51） 

* * *
*

,
t t t

tU V R
x y

τ τ
δ θ θ θ
δτ η

+Δ

Θ

⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′Θ ∂ ∂ ∂Ω
+ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

（52） 

Wδ
δτ

′′
−  

* *

2
* ,

t
ts

d Wt t
d d

c
g C R

τ

α φ μ
α η η η α

∗

∗

∗

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ′′ ′′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ Θ⎪ ⎪″+ − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ Θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
（53）  

*
*

*

1 ,
t

t
t

d

gW Rτ τ τ
φ

δφ φ
δτ ημ

+Δ

∗

⎛ ⎞′′ ∂′′ ′′+ Ω − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
          （54） 

,
* ″

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′′ ∗

∗

d

t

d

d
d μ

α
αμ                 （55） 

1 ,t
d d dt

d

φα α μ
ημ

∗

∗

∗ ∗ ∗

∗

′′⎛ ⎞∂″ ″= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                        （56） 

 
*

*

1 ,t
d d dt

d

φα α μ
ημ
′′⎛ ⎞∂′′ ′′= − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                              （57） 

* ,d d
t t t t

d d

p
p

α μ
γ

α μ
∗ ∗ ∗

⎛ ⎞′′ ′′′′ ′′Θ
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

                            （58） 

方程右端项的离散形式如下： 
*t

U
d

Uu Vu uR
x y

α
η α ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
= − + + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

* * * * ,d d d d U
p p p F

x x x x
φ φμ α α μ

η
⎡ ⎤′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞′ ′+ + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

（59） 
*t

V
d

Uv Vv vR
x y

α
η α ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
= − + + − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

* * * * ,d d d d V
p p p F

y y y y
φ φμ α α μ

η
⎡ ⎤′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′+ + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

 

（60） 

t
W

d

Uw Vw wR g
x y

α
η α

∗

∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
= − + + + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

*
*1 ,d

d d W
p g F

α
μ μ

η α
⎡ ⎤⎛ ⎞′∂ ′− − − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

      （61） 

*

,
d

t U VR
x yμ η∗

⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                        （62） 

*

,t U VR F
x y
θ θ θ

ηΘ Θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂Ω
= − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

      （63） 

 
* 1 ,t

d

R U V gW
x yφ
φ φ φ

μ η∗

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + + Ω −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 （64） 

其中， tU U U
∗

′′ = − ， tV V V
∗

′′ = − ， tW W W
∗

′′ = − ，
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t∗

′′Ω = Ω − Ω ， t∗

′′Θ = Θ − Θ ， tϕ ϕ ϕ
∗

′′ ′ ′= − ，

t
d d dα α α

∗

′′ ′ ′= − ， t
d d dα α α

∗∗ ∗ ∗″ ′ ′= − ， t
d d dμ μ μ

∗

′′ ′ ′= − ，

t
d d dμ μ μ

∗∗ ∗ ∗″ ′ ′= − ， 2 t t
s dc pγ α

∗ ∗

= ， 2 2/( )t t
s d dC c μ α

∗ ∗

= 。 
时间离散算子为 

,a a aτ τ τδ
δτ τ

+Δ −
=

Δ
                                （65） 

1 1 ,
2 2

a a aτ τ τ τβ β+Δ+ −
= +                 （66） 

其中， τΔ 为声模循环中的时间步长，β 由用户给定。 
2.6  空间离散的假不可压方程 
    将 2.5 节得到的假不可压方程投影到 Arakawa 
C 交错网格上，即可得到空间离散形式的假不可压

方程： 
*

* ** * *

x
t xx x

t t
d d dt

d

U p p
x x x

η
τ τ

τδ α δ δ δφμ α α
δτ δ δ δα

∗∗

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞′′ ′′ ′′″⎢ ⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

*
**    ,

xt x
t

d U
p R

x

τηη

δφ δ μ
δ δη

⎤⎛ ⎞
′′ ⎥″⎜ ⎟− =⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

     （67） 

*
* ** * *

y
t yy y

t t
d d dt

d

V p p
y y y

η
τ τ

τδ α δ δ δφμ α α
δτ δ δ δα

∗∗

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞′′ ′′ ′′″⎢ ⎜ ⎟+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

*
** ,

yt y
t

d V
p R

y

τηη

δφ δ μ
δ δη

⎤⎛ ⎞
′′ ⎥″⎜ ⎟− =⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

      （68） 

W gδ
δτ

′′
− ⋅  

* *

2
* ,

t
ts

d Wt t
d d

c
C R

τ
η

α δ δφ δ μ
α δη δη δη α

∗

∗

∗

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ′′ ′′⎛ ⎞ Θ⎪ ⎪″+ − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

            

（69） 

 ,
*td
d

R
y

V
x

U
∗=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Ω ′′
+

′′
+

′′
+

″ Δ+∗

μ

ττ

δη
δ

δ
δ

δ
δ

δτ
δμ

（70） 

* * *
*

,
x y

t t t
tU V R

x y

τ τη

δ δ θ δ θ δ θ
δτ δ δ δη

+Δ

Θ

⎛ ⎞′′ ′′ ′′ ′′Θ Ω⎜ ⎟+ + + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（71） 
*

*1 ,
t

t

t
d

gW R
η

τ τ τ
φη

δφ δφ
δτ δημ

∗

+Δ

∗

⎛ ⎞′′ ⎜ ⎟′′ ′′+ Ω − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    （72） 

 
*

,
t

d
d d

d

α
μ μ

α

∗

∗⎛ ⎞ ″′′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                            （73） 

 
1 ,t

d d dt
d

δφα α μ
δημ

∗

∗

∗ ∗ ∗

∗

′′⎛ ⎞″ ″= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

        （74） 

 
*

*

1 ,t
d d dt

d

δφα α μ
δημ

′′⎛ ⎞′′ ′′= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

              （75） 

* ,d d
t t t t

d d

p
p

α μ
γ

α μ
∗ ∗ ∗

⎛ ⎞′′ ′′′′ ′′Θ
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟Θ⎝ ⎠

            （76） 

方程右端项的离散形式如下： 

* * * *

x
xx x

t
U d d d

d

p pR
x x x

η
α δ δ δφμ α α
α δ δ δ∗

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ′ ′′⎢ ⎜ ⎟= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣

 

* ,
x x

d U
p F

x

η
η

δφ δ μ
δ δη

⎤⎛ ⎞
′ ⎥′⎜ ⎟− +⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

          （77） 

* * * *

y
yy y

t
V d d d

d

p pR
y y y

η
α δ δ δφμ α α
α δ δ δ∗

⎡ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ′ ′′⎢ ⎜ ⎟= − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣
 

* ,
y y

d V
p F

y

η
η

δφ δ μ
δ δη

⎤⎛ ⎞
′ ⎥′⎜ ⎟− +⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

        （78） 

*
*

* *1 ,t d
W d d W

d

pR g g F
η

αα δ μ μ
α δη α∗

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′= − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

（79） 

*

,
d

t U VR
x yμ

δ δ δ
δ δ δη∗

⎛ ⎞Ω
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
               （80） 

*

,t U VR F
x y

δ θ δ θ δ θ
δ δ δηΘ Θ

⎛ ⎞Ω
= − + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
        （81） 

 
*

*

1 ,t

d

R U V gW
x yφ η

δφ δφ δφ
δ δ δημ

⎛ ⎞
= − + + Ω −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  （82） 

空间离散算子如下： 
1/2 1/2 ,i ia aa

x x
δ
δ

+ −−
=

Δ
                   （83） 

1/2 1/2 ,j ja aa
y y

δ
δ

+ −−
=

Δ
                                  （84） 

1/2 1/2 ,k ka aaδ
δη η

+ −−
=

Δ
                  （85） 

1
1/2 1

1/2 1/2

1| ,
2

k k
k k k

k k

a a aη η η
η η

+
+ +

+ +

⎛ ⎞Δ Δ
= +⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

  （86） 

其中，i, j, k 分别是 x, y,  η 轴的格点坐标。 
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3  数值试验 
3.1  湿热泡对流试验 
3.1.1  数值试验的设计方案 

利用 WRF 模式大涡模拟模块（WRF-LES）和

假不可压模式大涡模拟模块（Pseudo-LES）分别进

行湿热泡对流试验。模拟区域的设置：水平

0≤x≤7800 m，0≤y≤7800 m，格距 200 m；垂直

方向 h≤z≤10000 m；垂直方向分为 50 层。时间步

长为 1 s，模拟时间长度为 30 min。微物理方案选用

Lin 方案（Lin et al., 1983），该方案包含了水汽、云

水、雨、云冰、雪、霰六种水物质，较为复杂精细，

适用于高分辨率模拟。探空廓线采用的是 Yau（1980）
的湿廓线，该廓线水平风速为零，低层相对湿度大，

有利于对流的发展。在初始场设置了一个三维热泡，

作为对流的启动机制（参考 Klein, 2009）。热泡的半

径（r）及扰动位温（θ ）的给定如下： 

23cos   ( 1),
2

0,                   ,

r r
θ

⎧ π⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎨
⎪
⎩

≤

其他

       （87） 

其中， 
2 2 23800 3800 1200 ,

2000 2000 600
x y zr − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

（88） 
上式中，x、y、z 代表三个坐标轴，距离的单位是 m。 

假不可压模式建立在 η坐标系下，而 η坐标系

具备处理复杂地形的能力。为了检验假不可压模式

对非平坦地形个例的模拟效果，探究不同地形条件

下湿热泡发展演变的差异，并考察假不可压模式与

原模式模拟结果的相似性，我们在模拟区域内分别

设置了平缓山丘和陡峭山丘，进行对照数值试验，

比较不同地形下假不可压模式的模拟结果，并对比

假不可压模式与 WRF 模式的模拟结果。两种地形

条件的山丘高度（h）的给定如下， 
平缓山丘： 

( )

( )

( )

200cos 3800
1200

3200 4400
, cos 3800 ,  ,

3200 44001200
0,      ,

x

x
h x y y

y

⎧ π⎡ ⎤−⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎪ π⎪ ⎡ ⎤= −⎨ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎪
⎪
⎪⎩

≤ ≤

≤ ≤

其他

（89） 

陡峭山丘： 

( )

( )

( )

400cos 3800
1200

3200 4400
, cos 3800 ,  ,

3200 44001200
0,       ,

x

x
h x y y

y
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（90） 
其中，h 是地形高度，距离的单位是 m。 
3.1.2  模拟结果及分析 

（a）平缓山丘条件下模拟结果及分析 
初始场中的湿热泡在浮力的驱动下上升，上升

过程中膨胀冷却降温，饱和度增加，达饱和后凝结

成云。图 1、图 2 分别是第 11 min、第 13 min 云水

含量的垂直剖面，第 11 min 时对流云处于发展阶

段，云底高度约为 1.2 km，云顶伸展到接近 5 km，

云水含量最大值超过了 3 g kg−1
。2 min 后积云发展

到强盛阶段，云顶伸展至 6 km，云水含量明显减少，

最大值小于 2 g kg−1
。图 3 是云水含量的高度—时

间分布，两种模式对云体的模拟结果一致，仅在细

节刻画上有细微区别。图 4、图 5 分别是第 11 min、
第 13 min 垂直速度的分布，由图可见对流发展十分

旺盛，上升速度的最大值超过了 20 m s−1
。进一步

分析微物理场和动力场（图 1、图 4）可以看出，

对流发展阶段云内上升气流很强，这有利于小云滴

迅速凝结增长，云水含量增加；而云滴凝结释放潜

热，增大浮力，又会进一步促进对流发展，形成正

反馈效应；同时，在垂直对流的作用下大云滴会集

中于云的上部，因此云水含量大值区出现在云的上

部。图 6 是垂直速度的高度—时间分布，如图所示

对流热泡经历了两次发展，第一次发展是从初始时

刻至第 17 min，第二次发展则是在模拟的第 17 至

24 min，两种模式均模拟出了对流热泡的两次发展

过程。总体而言，假不可压模式准确的还原了 WRF
模式的动力场。由于假不可压模式没有对动量方程

做近似，完整地保留了驱动对流云发展的浮力项与

扰动气压梯度力项（Sun et al., 2012），因此假不可

压模式的模拟结果理应与 WRF 模式一致。 
（b）陡峭山丘条件下模拟结果及分析 
为了考察不同地形条件下假不可压模式的模

拟结果，及其与 WRF 模式模拟结果的相似性，将

地形高度增加了一倍，其他条件保持不变，进行湿

热泡对流试验。图 7、图 8 分别是第 11 min、13 min 
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图 1  平缓山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 第 11 min 经过点（x=3800 m，y=3800 m）的云水含量（单位：g kg−1）模拟结果的垂直剖

面。黑色阴影表示山丘，下同 

Fig. 1  Zonal–vertical cross sections of cloud water content (units: g kg−1) at the 11th minute of simulation through grid point (x=3800 m, y=3800 m) in the 

gentle hill case: (a) The LES (Large Eddy Simulation) case of pseudo-incompressible model (Pseudo-LES); (b) the LES case of WRF (Weather Research and 

Forecasting) model (WRF-LES). The black shadings denote hill, the same below 

图 2  同图 1，但为第 13 min 的云水含量（单位：g kg−1）模拟结果 

Fig. 2  As in Fig. 1, but for simulations at the 13th minute 
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图 3  平缓山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 在点（x=3800 m，y=3800 m）处云水含量（单位：g kg−1）的高度—时间剖面 

Fig. 3  Time–height cross sections of cloud water content (units: g kg−1) through grid point (x=3800 m, y=3800 m) in the gentle hill case: (a) Pseudo-LES; (b) 

WRF-LES 

图 4  平缓山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 第 11 min 经过点（x=3800 m，y=3800 m）的垂直速度（单位：m s−1）分布 

Fig. 4  Vertical velocity (units: m s−1) at 11th minute through grid point (x=3800 m, y=3800 m) in the gentle hill case: (a) Pseudo-LES; (b) WRF-LES 
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图 5  同图 4，但为第 13 min 的垂直速度（单位：m s−1）分布 

Fig. 5  As in Fig. 4, but for vertical velocity (units: m s−1) at 13th minute 

图 6  平缓山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 在点（x=3800 m，y=3800 m）处垂直速度（单位：m s−1）的高度—时间分布 

Fig. 6  Time–height distributions of vertical velocity (units: m s−1) through grid point (x=3800 m, y=3800 m) in the gentle hill case: (a) Pseudo-LES; (b) 

WRF-LES  
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图 7  陡峭山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 第 11 min 经过点（x=3800 m，y=3800 m）的云水含量（单位：g kg−1）模拟结果的垂直剖

面 

Fig. 7  Zonal–vertical cross sections of cloud water content (units: g kg−1) at the 11th minute of simulation through grid point (x=3800 m, y=3800 m) in the 

steep hill case: (a) Pseudo-LES; (b) WRF-LES 

图 8  同图 7，但为第 13 min 的云水含量（单位：g kg−1）模拟结果 

Fig. 8  As in Fig. 7, but for simulations at the 13th minute 
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云水含量的垂直剖面，与平缓地形相比，增高地形

后相同时刻对流云发展的更高，第 11 min 时云顶高

度已经超过 5 km，13 min 时达到 6.5 km，云水含量

与平缓地形下的模拟结果大致相同。图 9 给出了增

高地形后云水含量的高度—时间分布，可以看出在

陡峭山丘条件下，假不可压模式的模拟结果仍与原

模式的模拟结果非常接近。图 10、图 11 分别是第

11 min、第 13 min 垂直速度分布，与平缓地形相比，

抬高地形后对流发展的更为强烈，第 13 min 时对流

云内最大垂直速度超过了 24 m s−1
。比较假不可压

模式和 WRF 模式模拟出的垂直速度随时间的演变

（图 12），可以看出在陡峭山丘条件下假不可压模

式模拟的动力场与WRF模式的模拟结果基本一致。 
综合分析两种地形条件下的模拟结果，可以看

出建立在 η坐标系下的假不可压模式能够模拟出非

平坦地形条件下湿热泡的发展演变，且两种地形条

件下假不可压模式的模拟结果均接近 WRF 模式的

模拟结果。由于假不可压模式未对动量方程做任何

近似，并且与 WRF 模式采用相同的微物理方案，

因此这一结果是合理可信的。另外，在本次数值试

验中湿热泡的发展演变对于地形的变化是敏感的，

增加地形高度加速了对流云的发展。由于湿热泡理

想试验不考虑下垫面的热力效应，因此是地形的动

力效应导致对流发展速度的变化。 
3.2  重力流数值试验    
3.2.1  数值试验的设计方案 

利用 WRF 模式二维重力流模块（WRF-grav2d_ 
x）和假不可压模式二维重力流模块（Pseudo- 
grav2d_x）分别进行二维重力流数值试验（参考

Straka et al., 1993）。模拟区域的设置是 x 方向

0≤x≤40000 m，格距 100 m；垂直方向 0≤z≤6409 
m，分为 65 层。时间步长为 1 s，模拟时间长度为

15 min。探空廓线使用的是 WRF 模式提供的静风廓

线。在初始场3000 m高度处设置了一个二维的冷泡，

冷泡的半径（r）及扰动位温（θ ）的给定如下： 

1000 cos( ) 115  ( 1),
2

0,      ,

p

R
c r r

pθ

⎧
⎛ ⎞ π +⎪⎪− ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠⎪

⎪⎩

≤

其他

 （91） 

其中， 
2 219900 3000 ,

4000 2000
x zr − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
     （92） 

上式中，x 是水平坐标轴，z 是垂直坐标轴，距离的

单位是 m。 
3.2.2  模拟结果及分析 

图 13 是初始时刻扰动位温的垂直剖面，如图 

图 9  陡峭山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 在点（x=3800 m，y=3800 m）处云水含量（单位：g kg−1）的高度—时间剖面 

Fig. 9  Time–height cross sections of cloud water content (units: g kg−1) through grid point (x=3800m, y=3800 m) in the steep hill case: (a) Pseudo-LES; (b) 

WRF-LES 
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图 10  陡峭山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 第 11 min 经过点（x=3800 m，y=3800 m）垂直速度（单位：m s−1）分布 

Fig. 10  Vertical velocity (units: m s−1) at 11th minute through grid point (x=3800m, y=3800 m) in the steep hill case: (a) Pseudo-LES; (b) WRF-LES 

图 11  同图 10，但为第 13 min 的垂直速度（单位：m s−1）分布 

Fig. 11  As in Fig. 10, but for vertical velocity (units: m s−1) at 13th minute 
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所示在 3 km 的高度设置了一个椭圆形的冷泡，长

轴长 8 km，短轴长 4 km，同一高度冷泡中心的扰

动位温低于两侧。冷泡受到的浮力小于重力，在重

力的作用下冷泡将下沉，同时冷泡的形状也会扭

曲。冷泡重力流试验能够检验假不可压模式对于斜

压非线性流体的模拟能力。图 14 给出了第 5 min 扰

动位温的空间分布，此时冷泡已经落到地面，在地

面的约束作用下，冷空气向两侧推进，推开周围的

暖空气。随后冷空气顶部边界处会形成 Kelvin- 
Helmholz 切变不稳定涡旋（Straka et al., 1993）。第

10 min 时（图 15），切变涡旋已经具有闭合结构，

冷涡旋的外侧有一个冷空气塔。接下来冷空气会继

续向两侧推进，涡旋范围扩大但是强度减弱。图 16
是第 15 min 扰动位温的垂直剖面，由图可见此时涡

旋结构仍十分清晰，但中心位温较最初已经明显升

高。图 17 是扰动位温的高度—时间分布，与 WRF
模式模拟结果相比可知假不可压模式准确的模拟

出了冷泡的演变。二维重力流数值试验证明了假不

可压模式具备准确模拟斜压非线性流体发展演变

的能力。 

4  总结与讨论 
4.1  总结 

建立声波滤除模式可以消除声波对积分时步 

图 12  陡峭山丘试验中，（a）Pseudo-LES、（b）WRF-LES 在点（x=3800 m，y=3800 m）处垂直速度的高度—时间分布 

Fig. 12  Time–height distributions of vertical velocity (units: m s−1) through grid point (x=3800 m, y=3800 m) in the steep hill case: (a) Pseudo-LES; (b) 

WRF-LES 

图 13  假不可压模式（WRF 模式）初始时刻扰动位温（单位：K）的垂直剖面 

Fig. 13  Zonal–vertical cross section of perturbation potential temperature (units: K) for both pseudo-incompressible model and WRF model at initial time 
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图 14  （a）Pseudo-grav2d_x、（b）WRF-grav2d_x 第 5 min 扰动位温（单位：K）的垂直剖面 

Fig. 14  Zonal–vertical cross sections of perturbation potential temperature (units: K) at the 5th minute of simulation: (a) The two-dimensional gravity current 

case of pseudo-incompressible model (Pseudo-grav2d_x); (b) the two-dimensional gravity current case of WRF model (WRF-grav2d_x) 

图 15  同图 14，但为第 10 min 扰动位温（单位：K）的垂直剖面 

Fig. 15  As in Fig. 14, but for simulations at the 10th minute 
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图 16  同图 14，但为第 15 min 扰动位温（单位：K）的垂直剖面 

Fig. 16  As in Fig. 14, but for simulations at the 15th minute 

图 17  （a）Pseudo-grav2d_x、（b）WRF-grav2d_x 在点（x=19900 m）处扰动位温（单位：K）的高度—时间分布 

Fig. 17  Time–height cross sections of perturbation potential temperature (units: K) through grid point (x=19900 m): (a) Pseudo-grav2d_x; (b) WRF-grav2d_x
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的严格限制，从而可以用较大的时间步长进行长时

间的稳定积分，节约了计算资源，提高了计算效率。

经典的滤波控制方程有包辛尼斯克方程、滞弹性方

程和假不可压方程。现有的研究表明包辛尼斯克方

程不适用于研究深对流；滞弹性方程则需要假设位

温的层结分布，适用范围有局限性；假不可压方程

不仅更接近真实大气，而且成立条件容易满足，适

合作为控制方程，用于构建数值预报模式。因此本

文采用了假不可压近似理论作为理论基础，进行滤

除声波模式的构建。 
WRF 模式广泛用于数值预报和研究，拥有成熟

的平流方案和微物理模块。WRF-ARW 动力框架建

立在地形追随坐标系下，可以处理复杂地形问题。

本文选取 WRF-ARW 动力框架作为模式的框架基

础，用推导出的假不可压控制方程改写 WRF 模式

的相关代码，成功构建了假不可压模式。建立假不

可压模式的步骤如下： 
（1）将假不可压连续方程投影到 η坐标系，并

改写成与 WRF-ARW 动力框架中的连续方程相近

的形式。在此基础上，根据 WRF-ARW 控制方程的

形式，推导出了一组通量形式的假不可压大气运动

控制方程，作为假不可压模式的控制方程。 
（2）推导出包含水物质的假不可压控制方程，

将控制方程改写成扰动形式。对控制方程进行时间

和空间离散，得到离散形式的假不可压控制方程。 
（3）采用与 WRF-ARW 相近的数值求解方案：

时间积分方案沿用 WRF-ARW 的原方案；控制方程

的求解顺序和求解方法也与 WRF-ARW 相近。 
（4）依据假不可压理论，改写 WRF-ARW 动力

框架部分的代码，改写大涡模拟模块和二维重力流

模块的初始化部分的代码，得到了假不可压大涡模

式和假不可压二维重力流模式。 
    为了检验假不可压模式的准确性，本文进行了

两组对照数值试验。首先，用 Pseudo-LES 和 WRF- 
LES 分别进行了湿热泡对流试验，试验的设计方案

一致。分析第一组对照试验的模拟结果，可知假不

可压模式模拟的湿热泡的演变与 WRF 模式模拟的

结果非常接近；假不可压模式具备模拟非平坦地形

的个例的能力，且对地形的变化是敏感的。其次，

用Pseudo-grav2d_x和WRF-grav2d_x采用相同的设

计方案分别进行重力流试验。分析第二组对照试验

的模拟结果，可以看出假不可压模式模拟出的冷泡

的演变和 WRF 模式的模拟结果几乎完全一致，表

明假不可压模式能够准确模拟斜压非线性流体在

重力作用下的演变过程。两组对照试验中，假不可

压模式均准确还原了 WRF 模式的模拟结果，这说

明在 WRF 模式的模式框架下建立的假不可压模式

是合理可信的。 
4.2  讨论 

理论上讲，本文构建的假不可压模式的控制方

程中已经滤除了声波，因此在数值求解时也就不需

要使用声模循环来积分高频波，并且模式对时间步

长的限制也没有全弹性模式苛刻。然而，在实践中

我们发现与纯理论的滤波方程相比，在数值模式中

滤除全部的高频波是一个更加复杂的系统性工程，

仅采用滤波方程不足以彻底滤除数值解中的高频

波。若想彻底滤除数值解中的高频波，实现增大模

拟的时间步长提高计算效率的目标，还有如下问题

需要解决：WRF 模式滤波方案中包括了滤除声波和

外部模态的算法，而假不可压模式仅需滤除外部模

态，因此需要设计新的算法滤除假不可压模式数值

解中的外部模态；目前建立的假不可压模式的数值

求解方案包含了声模循环，去除声模循环是提高计

算效率的关键。 
在 WRF-ARW 模式框架下引入假不可压方程，

建立了假不可压模式，并通过对照数值试验验证了

假不可压模式的准确性，这是本文的主要创新点；

尚未从根本上改变 WRF-ARW 数值求解方案的架

构，并设计出新的滤波算法，导致构建的假不可压

模式无法使用更大的时间步长进行数值模拟，体现

假不可压模式的节约计算资源优势，这是当前工作

的不足。在后面的研究中，将着力于改进假不可压

模式的数值求解方案和滤波算法，去除声模循环，

尝试增大模式的时间步长，最终实现提高模式的模

拟速度、节约计算资源的目标。 
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