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水平相关模型的性质及其在 GRAPES 三维变分中的应用 
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摘要 在变分资料同化中背景误差水平相关模型不仅决定着观测信息传播到格点空间的远近，而且影响着

频谱空间中不同尺度上的分析增量信息的多少。本文比较高斯函数(gauss)､二阶自回归函数(soar)以及尺

度叠加高斯函数(supergauss)在时空域随着空间距离和在频谱域随着不同尺度分布的特点，阐述三种相关

模型在全球和区域同化预报系统的三维变分分析（GRAPES-3DVar）中的实施方案，同时通过单点观测试验

研究不同相关函数对分析的影响。研究表明 gauss 相关函数造成分析中小尺度信息的不足，同时当流函数

和非平衡的势函数作为控制变量时，依据动力场变量之间的相关关系，会造成风场观测不合理的较大负相

关信息。soar 相关函数能增加分析的中小尺度信息，但在 3DVar 实施中只能采用一阶递归滤波方案，由

于计算精度不够会造成风场分析增量异常。当采用 supergauss 相关函数时，不仅缓解单一高斯函数造成

的不恰当风场观测负相关信息，并可增加分析增量的中小尺度信息，同时在递归滤波实施中可获得合理的

分析增量。因而 supergauss 相关函数在三种函数中最适合描述背景误差水平相关，对高分辨率 3DVar 系

统的中小尺度分析有益｡ 
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Abstract The background error correlation function in the data assimilation system is important because it 

determines the spread distance of observation information to grid space and the information of analysis 

increments on different scales in the spectral space.  The characteristics changed with spatial distance for 

time-space domain and with different scales for spectral space domain of Gaussian function (gauss), 

second-order auto-regressive function (soar) and superposition of Gaussian components (supergauss) are 

compared in this paper. Then the three correlation functions are applied in GRAPES-3DVar（GRAPES：

global/regional assimilation and prediction system,3DVar: three-dimensional variational data assimilation ）and 

their impacts to the analysis increments are analyzed through single observation test. Researches show that 

Gaussian correlation function attributes to the insufficiency of meso and small-scale information of the analysis 

increments, and leads to larger negative correlation information opposite to the wind field observation according 

to the correlation between the dynamic field variables when the stream function and unbalanced velocity 

potential function are used as the control variables. The soar correlation function can increase the meso and 

small-scale information of the analysis increments. However, only one order recursive filtering scheme in the 

3DVar system can be used since the computational inaccuracy will give rise to the abnormal analysis increment 

of wind field.  The application of supergauss correlation function can not only mitigate the inappropriate 

negative analysis increments of wind observation, but also increase the meso and small scale power spectrum in 

analysis increments. Meanwhile, the analysis increment structure of isotropy with supergauss correlation function 

can be obtained through the recursive filter implementation. Thus the supergauss correlation function is the most 

suitable one to describe the background error correlation among the three functions, which is beneficial to the 

meso and small scale analysis in the high-resolution 3DVAR system. 

Key words: Horizontal correlation function,Gaussian function, Second-order auto-regressive function, Superposi

tion of gaussian components, Recursive filter,3DVar  

 

1 引言 

经过几十年的发展,变分同化技术趋于成熟，其中在变分分析中背景误差协方差描述

得更精细，更接近模式的实际误差状态。背景误差协方差中单一变量的空间相关关系和不

同变量间的相关关系直接决定观测信息传播的程度和变量之间的协调性，对分析质量非常

重要。在区域模式变分同化方法中背景误差协方差的水平相关假定各向同性，用相关模型

来代替，背景误差协方差矩阵的水平变换部分通过递归滤波来实现，递归滤波精度由滤波

近似程度决定。 

在变分同化方法中通常都采用一阶滤波迭代多次使递归滤波器逐渐趋近于准高斯滤

波器（Vandenberghe and Kuo，1999;张华等，2004;薛纪善和陈德辉,2008）。Purser et 
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al(2003a)比较了变分分析中高斯相关函数及其拉普拉斯算子在递归滤波方案中采用一阶

到六阶近似滤波效果的差别，指出变分同化方法中可采用一阶近似滤波 4 次描述背景误差

水平相关，但分析增量不满足观测向水平各个方向的传播都一样（等方），效果明显不如四

阶近似滤波 1 次，同时指出对于高斯的拉普拉斯算子至少四阶滤波可以获得类似等方的结

构｡为了提高递归滤波的精度，何光鑫等(2011) 、王玉柱等(2014)都在三维变分中采用了

高阶递归滤波，研究发现采用四阶近似递归滤波运行 1 次的效果明显好于一阶滤波运行四

次的结果｡ 

另一方面，背景误差水平相关模型通常采用高斯函数或者二阶自回归相关函数来描

述，通过递归滤波来实现相关矩阵和向量的乘积(Vandenberghe and Kuo，1999;薛纪善和

陈德辉，2008)｡相关研究指出高斯相关函数在小尺度上的功率谱不足(Vandenberghe and 

Kuo，1999)，对小尺度作用不大。Purser et al (2003b)构造出不同尺度叠加的高斯函数

来代表背景误差水平相关模型，这种模型比单一高斯模型能构建更有益、多样化的协方差

形状，而且这种模型也更有利于控制相关模型拉普拉斯算子的旁瓣峰值｡何光鑫等(2011)

也采用尺度叠加高斯相关模型通过四阶递归滤波能在保持大尺度信息的基础上，获得一些

中小尺度的信息。吴洋等(2018)也采用多特征尺度的递归滤波器在分析和预报中获得了更

多的α中尺度信息。 

在变分同化系统中，通常采用高斯及其叠加函数，或二阶自回归函数描述水平相关关

系，但对不同相关函数的具体性质分析较少。本文分别从时空域和频谱空间来揭示各类相

关函数的特征，同时研究三种不同的相关模型在我国自主研发的全球和区域同化预报系统

三维变分分析（GRAPES-3DVar）(张华等，2004；庄世宇等，2005；薛纪善和陈德辉,2008)

中的应用情况，从本质上说明不同的相关模型对分析增量结构及对频谱空间不同尺度上信

息的影响。 

2 水平相关模型性质 

    本节分别从时空域和频谱域空间分析高斯相关函数（gauss）、二阶自回归相关函数

（soar）及尺度叠加高斯函数（supergauss）的空间和频谱分布特征。 
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2.1 高斯与二阶自回归相关模型 

2.1.1 时空域空间  

若高斯 ( )G r 和二阶自回归相关函数 ( )S r 分别为: 

2 2( ) exp( / (2 )) G r r L                       (1) 

( ) (1 / ) exp( / )  S r r L r L                     (2) 

这里 r 为一维空间两点间的距离， L 为固定水平相关尺度，高斯和二阶自回归相关函

数就是随距离变化的函数，如图 1a 所示。这里 L 都取 500km，从图 1a 中可以看出随着距

离的增加，两点之间的相关随指数关系下降，采用同样的水平相关尺度时，二阶自回归相

关函数下降幅度更缓慢，观测信息会传播更远｡在 GRAPES-3DVar 分析中控制变量的背景误

差水平相关采用公式(1)或(2)来描述，而 ,u v 风场的水平相关关系和水平相关模型的拉普

拉斯算子有关，相关内容见第 3 节，（1）和（2）式的拉普拉斯算子为: 

2 2 2( ) 1/ ( / 1) ( )  G r L r L G r                                (3) 

2( ) 1 / ( / 1) exp( / )   S r L r L r L                               (4) 

其中按照 Daley(1991)一维的水平相关尺度 L 可分别定义为: 

2

0

2

0

/

/





 

 
r

r

L G G

L S S
                           （5） 

    在变分分析中水平相关尺度一般采用观测余差方法（Hollingsworth et al，1986; 

Lonnberg et al，1986; Franke et al,1999；Xu et al，2001；庄照荣等，2006b）或 NMC

方法（Parrish et al，1992；Dee et al，1996；Ingleby et al，2001;王金成等，2014；

王亚华等，2017;庄照荣等，2019）统计获得。 
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(a)                                       (b) 

 

图 1 高斯和二阶自回归相关函数(a)及其归一化的负拉普拉斯算子(b) 

Fig.1 Gaussian and second-order autoregressive correlation functions (a) and 

 its normalized negative Laplacian (b) 

高斯和二阶自回归函数归一化的负拉普拉斯算子见图 1b，从图中可以看出两个函数的

负拉普拉斯算子存在旁瓣峰值。根据求解极值方法，高斯函数负拉普拉斯的旁瓣峰值在

3Gr L 处，旁瓣值相对最大值为 ( ) / (0) 2exp( 1.5)    GG r G ，即约-0.45；二阶自回归

函数负拉普拉斯的旁瓣峰值在 2Sr L 处，旁瓣值相对最大值为 ( ) / (0) exp( 2)    SS r S ，

即约-0.14。从图 1b 中可以看出在较近距离 /r L<1 时，二阶自回归相关函数的负拉普拉斯

比高斯相关函数下降更快｡随后在 /r L距离大于 1 时，高斯函数的负拉普拉斯函数变号后

变化幅度大，旁瓣峰较大;而二阶自回归函数的负拉普拉斯函数变号后变化缓慢，旁瓣峰值

较小 ｡当变分系统中的控制变量为流函数和非平衡的势函数时，负的旁瓣峰值会在观测资

料两侧形成负相关的增量。在图 1b 中，高斯函数的旁瓣峰值约为中心峰值的 1/2，对风场

分析增量有显著影响。此时，若相关模型负拉普拉斯算子结构和预变换中的风压平衡关系

不匹配，将在观测资料稀少的区域产生错误的分析增量，导致后续预报精度下降。3.3 节

将给出理论推导验证上述内容｡ 

2.1.2 频谱域空间 

从时空域空间来看，水平相关函数的形状影响观测信息传播的远近和大小;而从频谱域

空间看，可知不同相关函数在各个尺度上的影响｡对公式(1)和(2)进行傅立叶变换，高斯和

二阶自回归函数的谱响应函数(象函数)为: 

2 2 /2( ) ( ) 2
  


  ikt k LG k G t e dt Le                    (6) 

22 2( ) ( ) 4 / (1 )
 


   iktS k S t e dt L k L                   (7) 

   其中 k 为频率，高斯和二阶自回归相关函数的谱响应函数随 kL（频率和相关尺度的乘

积）的变化如图 2a 所示，这里 L 都取 500km｡从图中可以看出在 3kL 的较大尺度部分， 

随着波数的增加高斯函数的谱响应函数比二阶自回归的下降缓慢;而在 3kL 的较小尺度

部分，高斯函数的谱响应函数快速下降，而二阶自回归的谱响应函数下降速度变缓，功率
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谱远远大于高斯函数的｡因而在变分分析中采用高斯函数描述控制变量的背景误差水平相

关时，分析的中小尺度信息缺乏，采用二阶自回归描述水平相关，会增加分析的中小尺度

信息｡ 

 

(a)                                      (b) 

图 2 高斯和二阶自回归相关函数的谱响应函数(a)及其拉普拉斯算子的谱响应函数(b) 

Fig.2 Spectral response function of Gaussian and second-order autoregressive correlation 

functions (a) and its spectral response function of Laplacian (b) 

   同样，对于高斯和二阶自回归相关函数的拉普拉斯算子进行傅立叶变换，利用傅立叶变

换的积分性质，公式(3)和(4)的谱响应函数为: 

2 22 2 /2( ) ( ) ( ) ( ) 2
  


    ikt k LG k G t e dt ik G k k Le                  (8) 

22 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 4 / (1 )
 


     iktS k S t e dt ik S k Lk k L                 (9) 

从图 2b 以看出，二者拉普拉斯的谱响应函数在低频时（ 0.2kL ）都略小，在

0.2 3 kL 之间时较大;而在 3kL 部分，高斯函数的拉普拉斯谱响应函数下降较快，二

阶自回归的下降平缓，二阶自回归的拉普拉斯谱响应函数在较小尺度的功率谱远远大于高

斯函数的｡ 

2.1.3 泰勒展开 

当水平相关模型用递归滤波来描述时，利用了泰勒展开近似来简化运算｡高斯和二阶

自回归函数的泰勒展开分别为: 

2 2 4 6 2

2 2 4 6 2

1
exp( ) 1 ( )

2 2 2!4 3!8 ! 2
nr r r r r

L L L L n L
                        (10) 
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2 3 4

2 3 4

2 3 ( 1) ( 1)
(1 )exp( ) 1

2! 3! 4! !

 
       

n n

n

r r r r r n r

L L L L L n L
               (11) 

    比较(10)和(11)式可以看出，在泰勒展开的一阶近似中，高斯函数和二阶自回归函

数等价｡ 

2.2 尺度叠加的高斯函数  

二阶自回归函数作为背景误差水平相关模型，在时空域空间其拉普拉斯的分布和频谱

空间中小尺度上功率谱的表现上都优于高斯函数，但是在递归滤波的实施上，由于递归滤

波精度不够，造成风场分析增量为非各向同性（见 4.2 节）｡考虑多元正态分布满足可加性，

因而不同尺度高斯函数线性组合也满足正态分布，可利用高斯函数的可加性进行递归运算｡

通过多尺度高斯函数的叠加来描述背景误差水平相关，可以缓解采用单一高斯函数作为水

平相关模型存在的问题｡ 

2.2.1 时空域空间 

若 ( )R r 为水平相关尺度 l 为从 1l 到 lN的 N 种不同尺度的高斯函数叠加，如下: 

2 2

1 1

1 1
( ) ( , ) exp( / (2 ))   

lN lN

l l

R r G r l r l
N N

              (12) 

尺度叠加高斯函数的拉普拉斯也是高斯函数拉普拉斯尺度叠加后的平均，同样利用傅

立叶变换线性性质，它们的谱响应函数也对应各种尺度高斯函数及其拉普拉斯谱响应函数

的平均｡图 3为采用 3 种 350，500，850km 的水平相关尺度的高斯相关函数及其归一化的拉

普拉斯算子，可以看出随着水平相关尺度从 850km 降低到 350km，高斯及其拉普拉斯函数

相关模型形状更窄，说明观测信息传播的更近。当进行不同尺度叠加后，尺度叠加的高斯

函数在近距离可以保持尺度为 500km 的高斯函数/高斯拉普拉斯算子的形状，而在远距离下

降趋势都减缓（Gave 表示尺度叠加的高斯函数）。由于不同特征尺度的高斯函数拉普拉斯

的旁瓣峰值位置不同，因而尺度叠加后的旁瓣峰值也明显变小，文中三种尺度叠加的高斯

函数的归一化负拉普拉斯旁瓣峰值降低到-0.24，而且负拉普拉斯的旁瓣峰值可以采用不同

的高斯函数组合进行调节。本文将利用尺度叠加的高斯函数减小旁瓣峰值对风场分析增量

的影响，减小在观测稀疏区域对后续模式积分不利的虚假增量｡ 
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(a)                                      (b) 

图 3 不同尺度的高斯相关函数(a)及其归一化的负拉普拉斯算子(b) 

Fig. 3 Gaussian correlation functions of different scales (a) and its normalized Laplacian (b) 

2.2.2 频谱域空间 

对尺度叠加的高斯函数（12）式进行傅立叶变换,由傅立叶变换的线性性质,其谱响应

函数为: 

 
2 2 /2

1

( ) ( ) 2 /
  


  

lN
ikt k l

l

R k R t e dt N le             (13) 

从尺度叠加高斯函数的谱响应函数可以看出(图 4a)，当水平相关尺度从 850km 降低到

350km，虽然时空域空间观测信息传播的更近，但是在高频部分的功率谱急剧增加，说明水

平相关尺度降低后，高频部分的能量更强｡尺度叠加的高斯函数谱响应函数在低频部分能和

特征尺度为 500km 的高斯函数功率谱相当，同时在高频部分的功率谱比单一 500km 高斯函

数的功率谱增加很多（图中 Gave 所示）｡对于尺度叠加高斯函数的拉普拉斯算子的谱响应

函数也是同样的结论(图 4b)｡ 

 

 

  
  
  
  
待
  
刊

  
  
大
  
气
  
科
  
学

大
  
气
  
科
  
学

  
  
待
  
刊



9 
 

(a)                                      (b) 

图 4 不同尺度的高斯相关函数的谱响应函数(a)及其拉普拉斯算子的谱响应函数(b) 

Fig.4 Spectral response function of Gaussian correlation function with different scales (a) and 

spectral response function of its Laplacian (b) 

3 水平相关模型在变分中的应用 

3.1 GRAPES 三维变分分析 

GRAPES 区域三维变分分析(GRAPES-3DVar)是求控制变量的目标函数达到极小时的分

析场（薛纪善和陈德辉，2008；薛纪善等，2012）， 

    

10.5 0.5( ) ( )     T
u uJ w w w d R w dT HP U HP U

                  (14)
 

   这里 w 为控制变量， H是把大气状态投影到观测空间的线性观测算子，P 是变量间

不相关的分析变量( , , ,   u u q )到模式变量( , , ,   a a au v q)的平衡变换 ｡

( )bd x y H 为新息向量，
bx 为背景场， y 为观测｡ u 是由格点上均方根误差构成的

对角矩阵，矩阵U 是相关系数矩阵的平方根矩阵，有: 

      T T T
uB = UU VSRS V                               (15) 

    其中V 为正交垂直模，S为垂直模的方差向量，R 为背景误差水平相关矩阵｡背景误

差水平相关矩阵与某个向量的乘积可用递归滤波来逼近(薛纪善，陈德辉，2008;何光鑫等，

2011): 

      

/2 /2

   
T T T

F F F F F F

N N

R R R R R R R                            (16) 

  
FR 为一次向前一次向后的递归滤波， R 可以通过 N 次向前/向后的递归滤波来

逼近｡在 GRAPES-3DVar 系统中，背景误差协方差采用 NMC 方法统计，其中水平相关关系

采用高斯函数来描述，背景误差协方差水平变化部分采用一阶递归滤波算法，根据高斯

函数的谱响应与一阶递归滤波的振幅响应因子的关系来确定滤波系数，滤波迭代次数为

10。 
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3.2 递归滤波方案 

  据 Purser(2003a)､何光鑫等(2011)和王玉柱等(2014)，网格距为 dx网格上的差分算子

为: 

2 2 4 4 6 6 2 2

( ) 2 4 6 2

1
1 ( )

2 2!4 3!8 ! 2
       n

n

a d a d a d a d
F

dx dx dx n dx
      (17) 

  比较(10)和(17)，因而(17)式为准高斯型的差分算子｡ 

  令 /  a x，以上差分算子的谱响应为: 

2 22 2 4 2 2 6 2 2 2 2 2
2

( )
ˆ 1

2 2! 2 3! 2 ! 2

      
     

          
     


nn

n

k x k x k x k x
F

n
  (18) 

可知: 

  2 2
( )

ˆlim exp / 2


n
n

F a k                (19) 

(19)式是高斯函数  2 2exp / 2a k 的倒数，也验证了 ( )nF 是准高斯型差分算子｡定义有

限中央差分算子为: 

2 2
1 1( ) / ( 2 ) /        i i i iK x x                     (20) 

通过傅立叶变换和泰勒展开，可以获得有限中央差分算子谱响应 K̂ 和差分网格的关

系: 

 2 2
,

ˆ


 
i j

i j
j i

k x b K                               (21) 

 其中 ,i jb 为准高斯滤波系数，由式(18)和(21)可获得
*

( )
ˆ

nF 关于 K̂ 的表达式: 

22 2 2 2
,2,2* 2

( ) 1,1 1,2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ1
2 2 2! 2 ! 2

   


        
             

           


j
n

j n n
n

j

bb
F b K b K K

j
   (22) 

对应的，有限差分算子
*

( )nF 可由 K 的 n 次幂组成: 

22 2 2 2
,2,2* 2

( ) 1,1 1,2
1

1
2 2 2! 2 ! 2

   


        
             

           


j
n

j n n
n

j

bb
F b K b K K

j
  

(23) 

  1*
( )



nF 即为准高斯滤波器，对于一个给定的输入场 p，准高斯滤波器是对输入场的

卷积运算｡由(23)式，输出结果 s 近似等于函数  2 2exp / 2a k 倒数的谱变换，即: 
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  1*

( )

*
( )






n

n

s F p

F s p
                (24) 

上式中
*

( )nF 是带状对称矩阵，通过 LU 分解，则
*

( ) nF AB，其中 A为下三角带状矩阵，

B 是上三角带状矩阵，这样通过两步递归运算获得输出场 s，即: 




Aq p

Bs q
，                 (25) 

则高阶递归滤波的基本表达为: 

1 1

1 1

1

1

 

 


 


 

 
   
 
 

   
 

 

 

n n

i j i j i j
j j

n n

i j i j i j
j j

q p q

s q s

            (26) 

 

其中滤波系数 j ， [1, ]j n ，存在 n 阶滤波｡利用两个高斯函数的乘积还为高斯函数

(高斯函数可分解的性质)，即: 

       2 2 2 2 2 2exp / 2 exp / 2 exp / 2   a a k a l         (27) 

其中
2 2 2  k l ，为总波数｡同时利用傅立叶变换中卷积的性质，两个函数相乘的卷

积等于各自卷积再相乘，即: 

( ) ( ) ( )  G T G T                 (28) 

因而准高斯滤波器可用低阶滤波器多次相乘来近似，即准高斯滤波器的高阶滤波可采

用一阶滤波多次向前向后运算来描述，即公式(16)式｡ 

研究表明四阶递归滤波运行 1 次的滤波效果明显好于一阶滤波运行 4次的(Purser et 

al，2003a;何光鑫等，2011；王玉柱等，2014)，但考虑到高阶递归滤波的计算量和内存需

求，目前 GRAPES 区域 3DVar 系统中采用一阶滤波运行 10 次来逼近水平相关矩阵的运算｡ 

比较公式(10)､(11)及(23)，当相关模型采用二阶自回归函数时，也可以采用一阶递归

滤波逼近水平相关矩阵的运算｡在一阶递归滤波情况下，比较滤波前后的振幅响应因子和水

平相关函数的谱响应函数(薛纪善和陈德辉，2008)，高斯函数的滤波振幅调节因子为

2 2   b L，滤波系数为:  
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2 2

1 ( 2)

/





   



E E E

E N x L
               (29) 

其中 N 为滤波次数｡二阶自回归函数的滤波振幅调节因子为
24  b L，滤波系数为: 

 2 2

1 ( 2)

/ 4





   



E E E

E N x L
              (30) 

由于二阶自回归函数不具有高斯函数可分解的性质，因而一阶滤波中只向前向后运行

一次，即滤波次数 N 为 2｡ 

对于尺度叠加的高斯相关模型，利用傅立叶变换线性的性质，可采用多次不同尺度的

递归滤波运算叠加来实现｡ 

在二维空间，二维各向同性的高斯滤波器相当于两个独立方向高斯滤波器的乘积

(Purser et al，2003a;何光鑫等(2011))，即: 

 
( ) ( )

2 ( ) ( )  x y
DF F F                   (31) 

二维时，高斯函数滤波振幅调节因子为
2 22   b L ｡对于二阶自回归函数在二维空间

不等价于两个独立方向的乘积，但近似表示为两个方向一维滤波的乘积，因而振幅调节因

子为  22 4  b L ｡ 

3.3 动力场变量之间的水平相关 

    在大气中不同变量之间的相互关系也隐含在背景误差协方差之间，研究最多的为风压

场之间的关系，例如动力场和质量场的平衡关系可以用平衡方程来描述（庄照荣等，2006a；

王瑞春等，2015a），也可以用动力与统计相混合的平衡约束方案来反映（王瑞春等，2015b）。

对于控制变量的流函数、非平衡势函数与模式变量 ,u v 风场的误差协方差之间关系关注

较少，这一节主要研究这两种动力场变量之间的背景误差水平相关关系。 

    目前 GRAPES-3DVar 中控制变量 , , ,  u u q的背景误差水平相关模型为高斯函数，则

控制变量的背景误差协方差可描述为: 

2, ( , )   i j E G r L                           (32) 

其中变量 可为 , , ,  u u q，
2
E 表示变量 的背景误差方差， ( , )G r L 和 L 分别为

变量 的相关函数和水平相关尺度，
2 2 r x y 为两点 ,i j 之间的距离，控制变量之间

 

  
  
  
  
待
  
刊

  
  
大
  
气
  
科
  
学

大
  
气
  
科
  
学

  
  
待
  
刊



13 
 

的协方差为:  

, ( , )

, ( , )

, ( , )

  

  

 

 

 

 







u

u

u

i u j

i u j

ui u j ui

E E H r L

E E I r L

E E J r L
           (33) 

   其中 ( , )H r L 、 ( , )I r L 、 ( , )J r L 分别描述变量之间的水平相关系数。对于模

式变量u 、 v 和控制变量中的流函数、势函数有以下关系: 

/ / , / /              u y x v x y ，            (34) 

根据 Daley (1985)以及 Hothingsworth(1986)，则u 风场的协方差为: 

2 2 2 2

2 2

, / / , / /

( , ) / ( , ) / 2 ( , ) /

( , ) ( , ) 2 ( , )

      

      

             

            
               

i j i i j ju u y x y x

E G r L y E G r L x E E H r L x y

E G r L E G r L E E H r L

  (35) 

同样， v 风场和u 、 v 之间的协方差可表示为: 

2 2

2 2

, ( , ) ( , ) 2 ( , )

, ( , ) ( , ) ( , )

      

      

               
               

i j

i j

v v E G r L E G r L E E H r L

u v E G r L E G r L E E H r L
       (36) 

其中 

2

2

2 2

1 1 1
( ) ,

1 1 1
( ) ,

1 1
( )( ) ,

1 1
[( ) ( ) ] .

           
           

        
 

    
 

i j

i j

i j i j

i j i j

y y
r r r r r r

x x
r r r r r r

y y x x
r r r r

y y x x
r r r r

                  (37) 

从上式可知，风场的背景误差协方差由流函数､势函数及它们之间的相关系数函数决定

｡假设最简单的情况，只存在一维的西风情况，且流函数不随纬度变化，则有: 

 
2 2 2, ( , ) / ( , )        i ju u E G r L x E G r L                (38) 

由上式可知，一维西风的背景误差协方差由控制变量采用的相关模型拉普拉斯算子的

形状决定。由于 GRAPES-3DVar 采用了流函数和非平衡的势函数作为控制变量， ,u v 风场

观测的传播方式符合控制变量相关函数的拉普拉斯算子的分布（图 1b）。因而用相关函数

描述控制变量背景误差的水平相关系数时，不仅要求相关函数本身能匹配实际控制变量的
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水平相关，相关函数的拉普拉斯算子也应该有合理的结构来描述风场之间的相关关系｡ 

4 数值分析试验 

4.1 试验设置 

     本文分别把高斯､二阶自回归，以及尺度叠加的高斯函数作为 GRAPES-3DVar 背景误差

水平相关模型进行了单点观测试验。试验采用的 GRAPES-3DVar 为全球和区域一体化的分析

系统，试验水平分辨率为 10km。其中控制变量为流函数､非平衡势函数､非平衡无量纲气压

和湿度。除湿度外，采用高斯和二阶自回归相关函数时，水平相关尺度都设为 500km；当

采用尺度叠加的高斯函数时，相关尺度为 850､500､350km；对于湿度变量，当采用高斯和

二阶自回归相关函数时，水平相关尺度都设为 200km，当采用尺度叠加的高斯函数时，相

关尺度为 350、200、150km。三组试验都采用一阶递归滤波，其中高斯及尺度叠加的高斯

相关函数的递归滤波次数为 10，二阶自回归相关函数的递归滤波次数为 2｡三组试验中其他

设置都完全一致｡经过 3DVar 分析中的背景误差相关关系(公式 33，35，36)，观测风场的

信息可影响到无量纲气压场和风场的其他格点，气压观测信息影响风场和质量场的其他格

点，湿度变量为单变量分析，依据公式(32)，湿度观测只产生湿度分析增量｡ 

4.2 分析增量 

第一组为单点u 风场观测分析试验，以u 新息增量（观测减去背景场）为主， v 新息

增量为 0，分析后无量纲气压､ u 、 v 风场的分析增量如图 5 所示，比较第一列和第二列可

以看出对于同样的特征相关尺度，二阶自回归相关模型把观测信息传播的更远｡同时也可以

看出采用 gauss 相关模型时，u 分析增量在距观测点南北方向 5度以外都有较大负增量(图

5a2)，而 soar 试验基本没有显示出负分析增量(图 5b2)，尺度叠加高斯模型的负分析增量

比采用单一高斯相关模型要小(图 5c2)｡从图 5b2 中也可以看出，由于 soar 相关模型只采

用了一阶滤波，分析增量各向异性，分析增量结构相似于 gauss 拉普拉斯函数采用 2 阶滤

波运行一次的结果(Purser et al，2003a，图 3a)｡从图 6a 的归一化u 分析增量（110  ºE

切线方向）可以明显看出不同相关模型对风场的影响，与图 1b､图 3b 相关函数的二阶导数

结构类似，gauss 模型的风场负增量最大，soar 模型的风场负增量最小，采用 3 种特征尺

度高斯函数叠加的分析风场负增量比单一尺度高斯函数的有所减小｡ 

 

  
  
  
  
待
  
刊

  
  
大
  
气
  
科
  
学

大
  
气
  
科
  
学

  
  
待
  
刊



15 
 

第二组为单点相对湿度观测分析试验，由于比湿与其他变量不相关，因而单点湿度观

测的分析增量直接显示出相关函数本身的空间结构(图 5 第四行)，从归一化湿度分析增量

110 ºE 切线方向可以看出湿度分析增量结构由图 1a 和 3a 的相关函数的结构决定(图 6b)｡ 

 

图 5 单点u 风和湿度观测的分析增量，a:gauss，b:soar，c:supergauss， 

1:无量纲气压(1e-6)，2: u 风场(单位：m/s)，3: v 风场(单位：m/s)，4: 比湿(单位：

1e-4 kg/kg) 

Fig. 5 Analysis increments for single u -component wind and humidity observation, a:gauss，

b:soar，c:supergauss， 

1: non-dimensional pressure (1e-6)；2: u -component，unit:m/s；3: v -component, unit:m/s；

4: specific humidity, unit: 1e-4kg/kg  

 

图 6 u 风场(a)和比湿(b)归一化的分析增量(经度 110ºE) 

Fig. 6 Normalized analysis increment for u - component (a) and specific humidity (b) 
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(at 110ºE) 

第三组单点 v 风观测分析试验，v 新息增量为主，u 新息增量为 0，分析后无量纲气压

､ u 、v 风场的分析增量如图 7 所示。比较第一列和第二列也可以看出对于同样的特征相关

尺度，二阶自回归相关模型把观测信息传播的更远｡同时也可以看出采用 gauss 相关模型

时，v 分析增量在距观测点东西方向 5 度以外都有较大负增量(图 7a3)，而 soar 试验基本

没有显示出负分析增量(图 7b3)，尺度叠加高斯模型的负分析增量比采用单一高斯相关模

型要小(图 7c3)｡从图 7b3 中也可以看出，由于 soar 相关模型只采用了一阶滤波， v 分析

增量各向异性，其分析增量结构相似于第一组试验中 soar 的u 分析增量的结构｡ 

 

图 7 单点 v 风观测的分析增量，a:gauss，b:soar，c:supergauss， 

1:无量纲气压(1e-6)，2: u 风场(单位：m/s)，3: v 风场(单位：m/s)，4: 比湿(单位：

1e-4 kg/kg) 

Fig. 7 Analysis increments for single v -component wind observation, a:gauss，b:soar，

c:supergauss， 

1: non-dimensional pressure (1e-6)；2: u -component，unit:m/s；3: v -component, unit:m/s；

4: specific humidity, unit: 1e-4kg/kg  

第四组试验为单点气压观测分析试验，分析后无量纲气压､ u 、v 风场的分析增量如图

8 所示。从图 8 可以看出，三种相关模型方案的分析增量结构相似，只是二阶自回归相关

模型把观测信息传播的更远。单点气压观测分析中，无量纲气压分析增量的结构由相关模

型的结构决定，而风场分析增量的结构受质量场和风场的相关关系影响。 
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图 8 单点气压观测的分析增量，a:gauss，b:soar，c:supergauss， 

1:无量纲气压(1e-5)，2: u 风场(单位：m/s)，3: v 风场(单位：m/s) 

Fig. 8 Analysis increments for single pressure observation, a:gauss，b:soar，c:supergauss， 

1: non-dimensional pressure (1e-5)；2: u -component，unit:m/s；3: v -component, unit:m/s  

由上可知，在u / v 单点观测分析试验中，三种相关模型的u / v 分析增量差别最大，

结合上两节分析，gauss 模型下的u / v 分析增量中距观测远处的负增量偏大较多，这种负

增量结构和相关模型的拉普拉斯算子有关，对于 gauss 模型不能调节负增量的大小；soar

模型下的u / v 分析增量结构明显各向异性，会造成分析增量的不连续；supergauss 模型下

的u / v 分析增量中距观测远处的负增量比 gauss 试验的小，而且采用不同特征尺度组合的

尺度叠加高斯相关模型可以调节负增量的大小，因而在这 3 种相关模型中，从分析增量结

构来看，supergauss 相关模型在 GRAPES-3DVar 中应用最有优势。 

4.3 分析增量的功率谱 

从上节可以看出，当同化单点湿度或气压观测时，在时空域湿度或无量纲气压的分析

增量分布与相关模型结构相一致；当同化单点u / v 风场观测，u / v 分析增量分布也明显和

相关模型的拉普拉斯算子结构相关，此节从频谱域空间研究分析增量的功率谱分布。文中

对单点观测分析试验的分析增量采用二维离散余弦转换(2D-DCT:Discrete Cosine 

Transform)方法进行谱分解(Denis et al.， 2002;郑永骏等，2008，庄照荣等，2018)，

获得分析增量的功率谱，研究不同相关模型方案的分析增量功率谱的分布特点。   
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图 9 u 单点观测和湿度单点观测分析试验的分析增量的功率谱，a.无量纲气压,b.比湿,c. 

u 风场，d.  v 风场，单位：m3 / s2  

Fig. 9 Power spectrum of analysis increments for single u -component wind and humidity 

observation, a. non-dimensional pressure, b. specific humidity, c. u -component, d. 

v -component，unit: m3 / s2 

     若定义天气尺度波为 2000km 以上，次天气尺度波为 669-2000km（龚建东，2007），

中尺度波在 669km-几十公里，因而从图 9 u 单点观测和湿度单点观测试验的分析增量功率

谱可以看出，3 种相关模型的分析增量功率谱大值都集中在波长 1000km 以上的天气尺度和

次天气尺度波动上｡gauss 相关模型的四个分析增量取对数后的功率谱基本从 1-6 波(波长

从 1710-8459km)都逐步增大，然后在 7-21 波(波长从 513-1476km)对数功率谱又随着波数

的增加呈现快速下降的趋势，随后在 22 波以上 (波长<490km)随着波数增加，对数功率谱

缓慢下降｡比较不同模型的分析增量功率谱，对于无量纲气压，可以看出在 965km 以上的天

气尺度和次天气尺度部分，soar 分析增量功率谱略小于 gauss 的，supergauss 分析增量功

率谱介于二者之间；在 965km 以下的尺度部分，gauss 的分析增量功率谱快速下降，并逐

渐远远小于soar的分析增量功率谱，supergauss的分析增量功率谱在则介于gauss和soar

之间，在 965km 以下的次天气尺度和中尺度 supergauss 的分析增量功率谱比单一 guass

函数的有所增加(图 9a)｡对于比湿，在 416km 以上，gauss 函数的分析增量功率谱较大，soar

函数的分析增量功率谱略小，supergauss 模型的功率谱也介于 gauss 和 soar 函数的之间｡
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在 416km 以下的中尺度部分，soar 模型的功率谱也大于 gauss 的，supergauss 的功率谱比

gauss 模型的略微增加(图 9b)｡对于风场，不同相关模型的影响最大，从图 9c 和 d 可以看

出，在 669km 以下的中尺度部分，gauss 模型的分析增量功率谱远远小于 soar 的，说明采

用 gauss 函数描述背景误差水平相关使中尺度分析信息不足；而采用 3 种特征尺度组合的

supergauss 函数会缓解这种现象，分析增量的中尺度功率谱略有增加(见图 9c 和图 9d)，

同时也可以看出，soar 试验的u 分析增量功率谱在所有波段上都明显大于 v 分析增量功率

谱｡ 

比较 3 种相关模型方案，对于单点 v 观测的分析增量功率谱分布特点与单点u 观测试

验的结论相似，只是功率谱大小有所不同。但是 soar 试验的 v 分析增量功率谱在所有波段

上都明显大于u 分析增量功率谱，这与单点u 观测试验的结果相反（图略）。 

 

 

 

图 10 单点气压观测分析试验的分析增量功率谱，a.无量纲气压,b.  u 风场，c.  v 风场，

单位：m3 / s2  

Fig. 10 Power spectrum of analysis increments for single pressure observation, a. 

non-dimensional pressure, b. u -component, c.  v -component，unit: m3 / s2 

从单点气压观测试验的分析增量功率谱也可以看出（图 10），在 965km 以上的天气尺

度和次天气尺度部分，soar 三个变量的分析增量功率谱略小于 gauss 的，supergauss 分析

增量功率谱介于二者之间；在 965km 以下的尺度部分，gauss 的三个变量的分析增量功率

谱快速下降，并逐渐远远小于 soar 的分析增量功率谱，supergauss 的分析增量功率谱介
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于 gauss 和 soar 之间。虽然在时空域 guass与 supergauss方案的分析增量结果相似（图 8），

但是在 965km 以下的次天气尺度和中尺度，supergauss 的无量纲气压与风场的分析增量功

率谱都比单一 guass 函数的增加非常明显(图 10)｡ 

由上可知，分析增量的功率谱随波数的变化由相关模型及其拉普拉斯算子在频谱域空间谱

响应函数的功率谱分布决定｡目前 GRAPES-3DVar 分析的中尺度信息不足和采用的高斯相关

模型有关，特别是动力场在中尺度部分分析增量的功率谱远远小于二阶自回归的功率谱｡

若采用 3 种尺度叠加或更复杂的高斯函数组合来描述背景误差的水平相关关系可以改善中

尺度分析｡ 

5 结论和讨论 

本文通过比较高斯、二阶自回归以及尺度叠加的高斯函数在时空域和频谱域空间的特

征，并把这三种函数作为水平相关模型应用到 GRAPES-3DVar 系统中进行理想分析试验，从

本质揭示不同相关模型对分析的影响。本文主要得到以下结论：   

（１） 采用高斯或二阶自回归函数作为控制变量流函数和非平衡势函数的水平相关模型

时，根据动力场之间的水平相关关系，u 、v 风场的水平相关关系与 gauss 或 soar

的负拉普拉斯算子有关，因而相关函数负拉普拉斯算子的旁瓣峰值信息会影响风场

观测的分析质量｡ 

（２） 高斯函数作为水平相关模型时，由于其拉普拉斯算子的旁瓣峰值较大，因而造成风

场观测负相关峰值较大，距离观测点较远的分析会出现不合理的较大负增量信息;

同时高斯函数及其拉普拉斯算子在中小尺度上功率谱下降太快，也会导致分析场的

中小尺度能量较小｡ 

（３） 二阶自回归函数作为水平相关模型时，其拉普拉斯算子的旁瓣峰值较小，因而风场

观测的负相关信息最小，并且二阶自回归函数及其拉普拉斯算子的谱响应函数在中

小尺度上功率谱较大，有利于高分辨率模式的中小尺度分析｡但是在 GRAPES-3DVar

的递归滤波实施中容易造成不合理的各向异性分析增量｡ 

（４） 当高斯相关模型的水平特征尺度降低时，高频部分的谱响应函数会增加，因而观测

资料的传播会包含更多的中小尺度能量，分析增量的中小尺度信息会增加。 

（５） 尺度叠加的高斯函数作为水平相关模型时，不仅缓解单一尺度高斯函数拉普拉斯算

子负相关较大问题，同时也增加分析增量的中小尺度能量，尺度叠加的高斯函数方
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案在递归滤波中也较容易实施。因而，在 3 种方案中尺度叠加的高斯函数是

GRAPES-3DVar 中描述背景误差水平相关的最佳方案｡ 

    本文研究不同水平相关模型对分析的影响，分析中控制变量为流函数和非平衡势函数，

当观测资料分布不均匀时不同相关模型的影响会更加显著，特别是其拉普拉斯算子的旁瓣

峰值的大小可能造成稀疏观测区较大的风场分析偏差｡文中只给出三种不同特征尺度叠加

的高斯相关模型的分析结果，若采用更多不同特征尺度高斯函数组合即超级叠加高斯函数，

用尺度参数控制模型及其拉普拉斯算子的传播程度和在不同尺度上谱能量的大小，使相关

模型能准确描述控制变量流函数和非平衡势函数的水平相关关系，也使相关模型拉普拉斯

算子的结构符合实际风场的水平相关关系，也许会获得更合理的分析增量｡后续工作将统计

模式预报场的水平相关系数，考察风场变量的实际负相关程度，重新调整尺度叠加的相关

模型参数，进行实际观测资料同化和预报试验。另外，当分析中的控制变量为u 和 v 风场

时，水平相关模型直接描述u 和 v 风场的水平相关关系，水平相关模型结构需要重新设计

来适应于风场变量，而且对分析的影响要重新评估。在高分辨率模式下，还需要通过多尺

度同化技术构造不同资料的多尺度空间观测误差和背景误差协方差信息,通过多次不同尺

度同化,实现不同空间尺度观测信息的快速有效融合，此时如何设计适合多尺度同化方案的

水平相关模型，在有效同化不同尺度观测信息的基础上，还能保证计算效率是需要进一步

研究的内容｡ 

本文研究内容基于三维变分分析系统，在当前流行的混合变分分析系统中，背景误差

协方差采用气候统计的静态结构和集合统计的随天气形势演变的动态结构（马旭林等，

2014，2015；Chen et al,2015;Wang et al,2008a,b and 2013;Hammill and snyder,2000），

静态的背景误差协方差权重相对动态的较小，因而协方差模型的作用也会相对减弱（Bedard 

et al,2020）。此外，在集合同化以及集合变分的同化方法中，天气形势依赖的背景误差协

方差取代气候态的背景误差协方差，避免了对背景误差协方差进行模型化。例如，集合卡

尔曼滤波（EnKF）（Evensen，1994,2003；Houtekamer and Mitchell,1998,2001,2016；庄

照荣等，2011a，b）、集合平方根滤波（EnSRF）（Whitaker and Hamill,2002）以及集合卡

尔曼平滑（EnKS）(Envensen and Van Leeuwen,2000)等集合同化算法都采用集合样本获得

流依赖的背景误差协方差，并且获得一组集合分析。在集合变分同化方法中，En4DVar 需

要对预报模式进行切线性化(Gustafsson and Bojarova,2014 ;Clayton et al,2012;Bishop 

et al,2011)，而 4DEnVar 可以避免对预报模式的切线性和伴随计算（Liu et al，2008 和

2009；Liu and Xiao,2013;Wang and Lei,2014;Kleist and Ide 2015），但以上的集合变
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分同化方法只能获得单一分析。 在变分分析和集合分析的基础上衍生出许多同化方法，总

的来说四维同化优于三维同化，混合方法比纯粹的变分、集合或者集合变分方案更趋向于

获得质量更高的分析（Bannister,2017）。 
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