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摘 要  本文主要探究了耦合 Lorenz 系统的混沌吸引子特性及其可预报8 

性随耦合强度的变化特征。结果表明：随着耦合强度增加，快系统中的9 

低频变化分量增大，其吸引子也随之变大；而慢系统自身的不稳定分量10 

变大，导致其变率增强，吸引子轨道变得更加密集。在此基础上，利用11 

非线性局部 Lyapunov指数（NLLE）方法定量分析了耦合系数变化对耦合12 

Lorenz 系统可预报性的影响。随着对快系统的耦合强度增加，快/慢两13 

个不同尺度系统的可预报性都会减少。然而，增加对慢系统的耦合强度14 

却只能提高快系统的可预报上限，对慢系统的可预报性改变不大。 15 
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model 28 

ZHANG Ming1, WANG Wei1, ZHONG Quanjia2, DING Ruiqiang1,3, LI Jianping4 29 

1 Plateau Atmosphere and Environment Key Laboratory of Sichuan Province, Chengdu University of Information 30 

Technology, Chengdu 610225, China 31 

2 State Key Laboratory of Numerical Modeling for Atmospheric Sciences and Geophysical Fluid Dynamics (LASG), 32 

Institute of Atmospheric Physics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100029, China  33 

3 State Key Laboratory of Earth Surface Processes and Resource Ecology, Beijing Normal University, Beijing 100875, 34 
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Abstract  There are many complex multi-scale systems in real life. Studying 37 

these coupled systems can help us to gain a more comprehensive understanding 38 

of the dynamical properties of the systems. In this paper, the implications of 39 

coupling strength on chaotic attractors and their predictability are investigated 40 

by varying the coupling coefficients of a coupled Lorenz model, which 41 

combined with a fast and slow dynamics. The results show that as the coupling 42 

coefficient increases, similar low-frequency variations to those of the slow 43 

dynamics can be found in the fast dynamics, along with its attractor becoming 44 

larger; while the high-frequency variability of the slow dynamics increases. 45 

The predictability limits of the system are investigated using the nonlinear local 46 

Lyapunov exponent (NLLE) method. It is found that after coupling, the natural 47 

logarithm curves of error growth of both the fast and slow dynamics consist of 48 

two distinct growth rates, with the first period being the fast error growth and 49 

the second period being the slow error growth process. Furthermore, the 50 

saturation value of the error growth varies from the strength of the coupling. 51 

However, the sensitivity to the coupling coefficient is not the same for the 52 

predictability of systems of different scales. Increasing the coupling coefficient 53 

leads to a larger attractor for the fast dynamics, providing more predictable 54 

information, which offsets the effect of a reduction in the predictability limit 55 

due to the increased error growth rate, ultimately leading to a longer 56 

predictability time for the fast system. However, for the slow dynamic system, 57 

the size of the chaotic attractor is minimally affected by the strength of the 58 
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coupling, but an increase in the coupling coefficient will significantly add the 59 

instability of the slow dynamics, thus reducing the predictability limit of the 60 

slow system. Finally, this study can provide new insights into the predictability 61 

of such complex climate systems. 62 

Keywords    nonlinear local Lyapunov exponent (NLLE), coupled Lorenz 63 

system, error growth, predictability 64 

 65 

1 引 言 66 

大气作为一个复杂的非线性系统，具有显著混沌特性，导致其可预报时效有67 

一定范围，超出该范围，预报将失去技巧(Thompson, 1957; Lorenz, 1963a, 1963b)。68 

因此，对大气、海洋等混沌系统可预报时效的估计具有重要意义(Palmer, 1999; 69 

穆穆等, 2017)。早期的工作主要关注单个尺度混沌系统可预报性问题。一方面，70 

从观测和模式中存在误差的角度出发，揭示了误差的增长规律(Dalcher and 71 

Kalnay, 1987; Mu and Duan, 2003)，并提出了估计混沌系统的可预报性上限的方72 

法(Ding and Li, 2007; Krishnamurthy, 2019; 李建平和丑纪范, 2003)。另一方面，探73 

究了外强迫对混沌系统可预报性的影响，发现施加特定的外强迫有助于提高系74 

统可预报性(何文平等, 2006; 黎爱兵等, 2012; 李一伟等, 2020)。上述研究取得了75 

许多重要的进展，加深了人们对混沌系统可预报性的认识(Reichler and Roads, 76 

2003; 段晚锁和穆穆, 2006; 李保生等, 2017)。 77 

近几十年来，随着复杂系统的多尺度特征及其相互作用问题逐渐受到重视78 

(Goldenfeld and Kadanoff, 1999; 柴立和, 2005; Shen et al., 2021)，越来越多的工作79 

围绕多尺度耦合模型的可预报性问题开展研究。具体归纳起来主要有以下两类，80 

一类是直接研究耦合 Lorenz 模型的可预报性问题(Moon et al., 2020)。如 Peña 和81 

Kalnay (2004)分析了一个此类耦合 Lorenz 模型的误差增长过程，提出了分离不82 

同尺度扰动的方法，该方法有助于减少预报的不确定性；Boffetta 等(1998)发现83 
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耦合系统的误差增长呈现先快后慢的特点，同时指出若只考虑快速误差增长过84 

程可能会低估耦合系统的可预报上限；之后，还有研究进一步定量计算了在不85 

同初始误差大小条件下该耦合模型可预报性，结果发现对数函数可以较好地描86 

述可预报上限与初始误差大小的关系(Li and Ding, 2011)。另一类研究结合实际问87 

题构建的理论耦合模型，分析特定尺度过程的可预报性问题及其影响机理88 

(Zhang, 2010)。例如，Zhao 等(2021)在研究海气相互作用过程的可预报性时，构89 

造了一个能够描述大气过程、海洋过程和季节循环过程的简单海-气耦合概念模90 

型，并借助该模型指出了海洋内部过程的低频分量对提高大气可预报性有重要91 

贡献。上述工作主要探讨了特定耦合强度下多尺度系统的可预报性问题，然而92 

决定耦合系统整体的动力学特征除了各个尺度的子系统分量，还有各系统之间93 

的耦合强度。目前，关于耦合强度对多尺度系统可预报性影响的研究还较少。94 

因此，有必要考察不同耦合强度对多尺度系统本身动力学特征及其可预报性的95 

影响。 96 

本研究主要基于简单的Lorenz耦合模型(Boffetta et al., 1998; Li and Ding, 2011)，97 

探究了耦合系数对不同尺度混沌吸引子的影响；并进一步利用非线性局部98 

Lyapunov 指数方法(NLLE; Ding and Li, 2007; 李建平和丁瑞强, 2009)，考察了不99 

同耦合强度条件下耦合系统的误差增长规律及其可预报性的变化。 100 

2 非线性局部 Lyapunov（NLLE）方法 101 

对于一个n维非线性动力系统，其误差演化方程可以如下表示： 102 

 �̇� = 𝑱(𝒙)𝜹 + 𝑮(𝒙, 𝜹) , （1） 103 

其中𝒙是t时刻系统的状态向量，𝛅是状态𝒙上叠加的误差，𝑱(𝒙)𝜹是切线性104 

项，表示误差的线性增长部分，𝑮(𝒙, 𝜹)是关于误差增长的高阶非线性项，将误105 

差演化方程(1)从初始时刻t = t0到𝑡0 + 𝜏进行数值积分求解，可以得到： 106 
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 𝜹(𝑡0 + 𝜏) = 𝜼(𝒙(𝑡0), 𝜹(𝑡0), 𝜏)𝜹(𝑡0) , （2） 107 

其 中 ， 𝜼(𝒙(𝑡0), 𝜹(𝑡0), 𝜏) 为 非 线 性 误 差 传 播 算 子 ， 𝛅(𝑡0) =108 

(δ1(𝑡0), δ2(𝑡0),⋯ , δ𝑛(𝑡0))为初始误差向量。NLLE 可以定义为误差增长速率： 109 

 𝜆(𝒙(𝑡0), 𝛅(𝑡0), τ) =
1

𝜏
𝑙𝑛

‖𝛅(𝑡0+τ)‖

𝛅(𝑡0)
 , （3） 110 

这里的𝜆(𝒙(𝑡0), δ(𝑡0), 𝜏)不仅依赖于相空间中参考轨道的初始状态𝒙(𝑡0)和111 

演化时间𝜏，还与初始误差𝜹0有关。本文研究主要关注混沌系统整体可预报性，112 

可以用全局吸引子上平均的 NLLE 得到，即： 113 

 
𝜆(𝜹0, 𝜏) = ∫ 𝜆(𝒙0, 𝜹0, 𝜏)Ω

𝑑𝑥

           = ⟨𝜆(𝒙0, 𝜹0, 𝜏)⟩𝑁
 , （4） 114 

这里Ω代表整体吸引子的区域范围，⟨∙⟩𝑁表示𝑁(𝑁 → ∞)在整体吸引子上取115 

不同样本的集合平均，𝜆(𝜹0, 𝜏)表现为整个系统的不稳定度。在此基础上可以获得116 

初始误差的平均相对增长， 117 

 �̅�(𝜹0, 𝜏) =  𝑒𝑥𝑝[�̅�(𝛿0; 𝜏)𝜏] , （5） 118 

由(3)，(4)和(5)式可得： 119 

𝐸(𝜹0, 𝜏) = (∏𝜹𝑖(𝑡0 + 𝜏)

𝑁

𝑖=1

)

1 𝑁⁄

/𝜹(𝑡0) ,                                 （6） 120 

对于一个混沌系统， 𝜹1(𝑡0 + 𝜏), 𝜹2(𝑡0 + 𝜏)⋯ , 𝜹𝑁(𝑡0 + 𝜏)表示相互独立的初121 

始误差经过𝜏时刻演变后的误差大小，随着𝜏 → ∞，根据饱值和定理(Ding and Li, 122 

2007)，误差的平均相对增长以概率意义收敛到一个常数，即 123 

 𝐸(𝜹0, 𝜏) ⟶
𝑃
𝑐(𝑁 → ∞) , （7） 124 

其中“⟶
𝑃
”表示依概率𝑃收敛于某一值，𝑃是由混沌系统本身所决定，故125 

对同一个混沌系统而言𝑃是同一个概率分布，因此，c为依赖于𝑃的一个常数。简126 

而言之，c可看作是混沌系统相对误差增长𝐸(𝜹0, 𝜏)的饱和值，一旦误差增长达到127 

饱和值，则意味着系统的初始信息全部丢失，预测失去意义，把误差达到饱和128 
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值的时间看作是系统的可预报期限。参考 Li 和 Ding(2011)的工作，本文将初始129 

误差演化到饱和值 c 的99%时对应的时间定义为可预报期限。  130 

3 耦合 Lorenz 模型及其吸引子特性 131 

本文的研究主要基于耦合 Lorenz 模型，该模型耦合了快/慢两个不同时间132 

尺度特征的子系统(Boffetta et al., 1998)，其动力方程组可表示为： 133 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝑑𝑥1

(𝑠)

𝑑𝑡
= 𝜎(𝑥2

(𝑠)
− 𝑥1

(𝑠)
)

𝑑𝑥2
(𝑠)

𝑑𝑡
= (−𝑥1

(𝑠)
𝑥3
(𝑠)
+ 𝑟𝑠𝑥1

(𝑠)
− 𝑥2

(𝑠)
) − 𝜖𝑠𝑥1

(𝑓)
𝑥2
(𝑓)

𝑑𝑥3
(𝑠)

𝑑𝑡
= 𝑥1

(𝑠)
𝑥2
(𝑠)
− 𝑏𝑥3

(𝑠)

𝑑𝑥1
(𝑓)

𝑑𝑡
= 𝑐𝜎(𝑥1

(𝑓)
− 𝑥1

(𝑓)
)

𝑑𝑥2
(𝑓)

𝑑𝑡
= 𝑐(−𝑥1

(𝑓)
𝑥3
(𝑓)
+ 𝑟𝑓𝑥1

(𝑓)
− 𝑥2

(𝑓)
) + 𝜖𝑓𝑥1

(𝑓)
𝑥1
(𝑠)

𝑑𝑥3
(𝑓)

𝑑𝑡
= 𝑐(𝑥1

(𝑓)
𝑥2
(𝑓)
− 𝑏𝑥3

(𝑓)
)

 （8） 134 

其中，𝜎 = 10, 𝑏 = 8 3⁄ , c = 10。根据不同变量的运动尺度特征，将方程135 

中变化相对较慢的前三个方程组成一个 Lorenz 模型慢系统，变化相对快速的三136 

个方程组成一个快系统，分别用上标(𝑠)和(𝑓)表示。快系统中的参数 c=10 为尺137 

度参数，表示快系统的变率比慢系统要大 10 倍。此外，快/慢系统中 Rayleigh 数138 

不一样，慢系统的𝑟𝑠 = 28, 而快系统的𝑟𝑓 = 45。通过−𝜖𝑠𝑥1
(𝑓)
𝑥2
(𝑓)
, 𝜖𝑓𝑥1

(𝑓)
𝑥1
(𝑠)

将两139 

个系统耦合为一个整体，从（1）式中可见慢系统的耦合系数𝜖𝑠表示慢系统受到140 

快系统的影响强度，也决定着快系统在整个耦合系统中的强度；同理，快系统141 

的耦合系数𝜖𝑓表示慢系统对快系统的影响强度，以及慢系统在整个耦合系统中142 

的影响强度。 143 

图 1a 和图 1b 分别给出了在𝜖𝑠 = 0, 𝜖𝑓 = 0时的慢系统和快系统运动轨迹。144 

两个系统都呈现相似的经典吸引子结构，但各自最大的 Lyapunov 指数明显不同，145 

分别为λ1
(𝑓)
= 12.17, λ1

(𝑠)
= 0.905，说明快系统的误差增长速度要比慢系统大一146 

个量级左右。从图 1c 也可以看出慢系统主要呈现低频变化特征，而快系统则以147 
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高频变化为主。 148 

当耦合系数为𝜖𝑠 = 10−2, 𝜖𝑓 = 10时，快/慢两个系统在耦合的作用下逐渐149 

向彼此相适应，此时整个系统的最大 Lyapunov 指数为𝜆1 = 11.5，与没有耦合时150 

快系统的最大Lyapunov指数λ1
(𝑓)

量级较为一致，这体现了快系统误差增长主导了151 

耦合后系统整体的初始误差增长。除此之外，耦合之后吸引子结构也发生了改152 

变，慢系统吸引子轨道变密集，说明其运动速率加快（图 1d）；快系统的振幅变153 

大同时吸引子变得不清晰（图 1e）。通过图 1f可以发现，耦合后，快系统呈现出154 

与慢系统一致的低频变化分量，而慢系统的周期变短。 155 

当耦合系数为𝜖𝑠 = 10−1.8, 𝜖𝑓 = 24时，此时耦合进一步增强，可以更加明显156 

发现快/慢系统的相互作用过程会随耦合系数变大而增强，继而导致慢系统变率157 

增加，吸引子更加密集；快系统的低频成分更加明显，吸引子显著变大（图 1g-158 

i）。 159 

上述结果表明，耦合系数𝜖𝑠, 𝜖𝑓既表征快/慢系统之间的相互作用强弱，也决160 

定了耦合系统整体中不同尺度特征的相对大小。增大耦合系数会显著改变各自161 

吸引子的运动轨迹，快/慢两个系统会相互适应，导致原本具有不同运动尺度的162 

系统出现较多的一致性。 163 
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 164 

图 1 不同耦合系数时慢系统(a, d, g)和快系统(b, e, h)三维运动轨迹和𝑥1
(𝑠)(粗实线),  𝑥3

(𝑓)
(165 

细虚线)随时间t演变的时间序列(c，f，i)。(对应的耦合系数分别为：(a-c)𝜖𝑠 = 0, 𝜖𝑓 = 0; (d-166 

f)𝜖𝑠 = 10
−2, 𝜖𝑓 = 10; (g-i)𝜖𝑠 = 10

−1.8, 𝜖𝑓 = 24) 167 

Fig.1 The three-dimensional trajectory of fast system (a, d, g) and the slow system (b, e, h) and the 168 

temporal evolution of 𝑥1
(𝑠)

(thick solid line), 𝑥3
(𝑓)

(thin dashed line) (c, f, i) with different coupling 169 

coefficients. (Coupling coefficients corresponding to (a-c) 𝜖𝑠 = 0, 𝜖𝑓 = 0; (d-f) 𝜖𝑠 = 10
−2, 𝜖𝑓 =170 

10; (g-i) 𝜖𝑠 = 10
−1.8, 𝜖𝑓 = 24) 171 

4 快/慢系统在不同耦合强度下的可预报性特征 172 

为了进一步分析快/慢系统的可预报性随耦合强度变化特征，我们分别在快/173 

慢两个系统上分别叠加𝜹0 = 𝑒
−10大小的初始误差，利用 NLLE 方法考察其误差174 

增长特征及可预报性。 175 

4.1 快系统的可预报分析 176 

图 2a给出了在𝜖𝑓 = 10，𝜖𝑠 = 10
−3.0,−2.5,⋯,−1.45时快系统相对误差的自然对数177 

增长曲线。由图可见，在耦合之后，快系统的误差演变呈现先快速增长，然后178 
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缓慢增长直到饱和（图 2a内插图）。其中，缓慢的误差增长过程主要体现了慢系179 

统对快系统的影响。随着耦合系数𝜖𝑠增加，快系统误差增长的饱和值略有降低，180 

而且其后期的误差增长速度加快，导致误差很快达到饱和。根据误差饱和值定181 

理得到可预报期限，可发现其可预报上限随着耦合系数𝜖𝑠增加而降低（图 2b）。 182 

 183 

图 2 在𝜖𝑓 = 10时，不同𝜖𝑠条件下快系统相对误差的自然对数随时间增长曲线(a)和可预报时184 

间(𝑇𝑝)随𝜖𝑠的变化(b) (图 a 的内插图为达到饱和时误差增长曲线的局部放大图，圆点表示误185 

差达到各自饱和值的时间点; 图中𝜖𝑠值的大小均以对数化后的 log(𝜖𝑠)表示) 186 

Fig.2 (a)Temporal evolution of the natural logarithmic error growth and (b) the time of 187 

predictability limit (𝑇𝑝) of the fast system with different slow coupling coefficient 𝜖𝑠 and constant 188 

fast coupling coefficient (𝜖𝑓 = 10). (The inset of (a) is the enlarged detail of the error growth curve 189 

when the error reaches saturation, and the dots correspond to the positions where the respective 190 

error growth reaches saturation, The values of 𝜖𝑠 are logarithmicized (log(𝜖𝑠)) in the figure)  191 

图 3a 给出了在𝜖𝑠 = 10
−2.0，𝜖𝑓 = 1,2,⋯ ,28时快系统相对误差的对数增长曲192 

线。从图可见，耦合系统中误差增长曲线也是呈现由先快后慢增长过程，且随193 
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耦合系数𝜖𝑓的增加，快系统的误差增长饱和值显著变大(图 3a 内插图)。这意味着194 

较大的耦合系数𝜖𝑓提供了更多的可预报信息，从而提高快系统可预报性可预报195 

上限（图 3b）。当耦合系数𝜖𝑓大于 20 时，此时饱和值足够大，导致误差经过一196 

段缓慢增长才达到饱和，快系统的可预报性增加更加显著。 197 

 198 

图 3 在𝜖𝑠 = 10
−2时，不同𝜖𝑓条件下快系统相对误差的自然对数随时间增长曲线(a)和可预报199 

时间(𝑇𝑝)随𝜖𝑓的变化(b) (图 a 的内插图为达到饱和时误差增长曲线的局部放大图，圆点表示200 

误差达到各自饱和值的时间点) 201 

Fig.3 (a) Temporal evolution of the natural logarithmic error growth and (b) the time of 202 

predictability limit (𝑇𝑝) of the fast system with different fast coupling coefficient (𝜖𝑓) and constant 203 

slow coupling coefficient (𝜖𝑠 = 10
−2). (The inset of (a) is the enlarged detail of the error growth 204 

curve when the error reaches saturation, and the dots correspond to the positions where the 205 

respective error growth reaches saturation) 206 

图 4 给出了在不同的𝜖𝑠, 𝜖𝑓系数下，耦合后快系统的可预报期限。可以看出，207 
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当𝜖𝑓越大，𝜖𝑠越小时，快系统的可预报上限越大，反之越小（图 4a）。随着𝜖𝑓的208 

增加，可预报性增加，当𝜖𝑓大于 20 左右之后，由前文对快系统误差增长曲线随209 

𝜖𝑓变化分析（图 3a）可知，此时慢系统对快系统的作用较大，导致快系统出现210 

了一段缓慢误差增长过程，表现出在𝜖𝑓大于 20 之后可预报期限增加更为显著211 

（图 4b），这可能与混沌系统在特定的耦合条件下产生非混沌奇怪吸引子有关212 

(何文平等, 2006)；而随着耦合系数𝜖𝑠以指数形式增加，快系统的可预报性呈线213 

性下降趋势（图 4c）。此外，进一步综合分析耦合系数𝜖𝑠 = 10
−2, 𝜖𝑓 = 10与𝜖𝑠 =214 

10−1.8, 𝜖𝑓 = 24时快系统的可预报期限（图 4a）及对应耦合条件时吸引子特征215 

（图 1），发现随着耦合加强，快系统向慢系统适应，吸引子变大，导致可预报216 

信息变多，快系统的可预报时间增加。综上分析，随着𝜖𝑠的增加，系统后期的217 

误差增长速率增快，从而降低快系统的可预报期限。然而，随着𝜖𝑓的增加可预218 

报期限提高。若同时增加快系统的耦合系数𝜖𝑓和慢系统的耦合系数𝜖𝑠，总体上是219 

有利于快系统的可预报性提高。 220 

 221 

图4 (a)不同耦合系数下，快系统的可预报时间；(b)对图a沿𝑐𝑠轴平均后，快系统可预报时间222 

随𝑐𝑓的变化和(c)对图a沿𝑐𝑓轴平均后，快系统可预报时间随𝑐𝑠的变化(图中𝜖𝑠值的大小均以对223 
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数化后的log(𝜖𝑠)表示) 224 

Fig.4 (a) The time of predictability limit of the fast system with different coupling coefficients; (b) 225 

The average time of predictability limit of the fast system varies with 𝜖𝑓 (average along the 𝑐𝑠 226 

coordinate axis of figure a) and 𝑐𝑠 (c) (average along the 𝑐𝑓 coordinate axis of figure a) ( The 227 

values of 𝜖𝑠 are logarithmicized (log(𝜖𝑠)) in the figure) 228 

4.2 慢系统的可预报分析 229 

下文主要讨论不同耦合参数下慢系统的误差增长特性及其可预报性。图 5a230 

给出了当𝜖𝑓 = 10，不同𝜖𝑠条件下，慢系统的误差增长曲线，由图可见：慢系统231 

的误差增长与快系统一样呈现先快后慢两个过程。随着𝜖𝑠的增加，慢系统的误232 

差饱和值没有明显变化（如图 5a 的内插图所示），但是增加了慢系统误差增长233 

过程中快速增长的部分，导致可预报信息很快的丧失，慢系统的可预报时间降234 

低（图 5b）。这说明𝜖𝑠增加意味着系统的不稳定分量增多，误差增长达到饱和的235 

时间减少。然而，随着𝜖𝑓的增加，慢系统误差增长曲线之间几乎没有明显的差236 

别（图 6 及其内插图），得到的可预报期限也没有明显变化，基本维持在 14.6 个237 

时间单位左右（图 6b）。说明改变𝜖𝑓对慢系统的可预报性影响不大．图 7 给出了238 

在不同的𝜖𝑠, 𝜖𝑓数值下，慢系统的可预报期限。可见，慢系统的可预报性受到𝜖𝑓239 

影响较小(图 7a、b)，其主要受到𝜖𝑠影响，表现为随着𝜖𝑠的指数增加，慢系统的240 

平均可预报性呈现线性减少趋势(图 7c)。 241 

综上分析，耦合作用基本不改变慢系统的吸引子大小，而会通过改变慢系统242 

中快速误差增长饱和值大小，进而改变系统的可预报性。随着𝜖𝑠增加，慢系统243 

中更多的可预报信息将以快速误差增长的方式失去，从而缩短了系统的可预报244 

时间；然而，改变𝜖𝑓对慢系统可预报时间影响较小。如果同时增加耦合系数𝜖𝑠和245 

𝜖𝑓，即耦合加强时，慢系统受到快系统的影响加强，不利于其可预报性。同样246 
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从不同的耦合系数下慢系统的时间序列演变图也可以看出（图 1c、f、i）：耦合247 

越强，慢系统的周期变短，频率变快，表现为慢系统的不稳定分量增加，这不248 

利于系统可预报信息的维持。 249 

 250 

图 5 在𝜖𝑓 = 10时，不同𝜖𝑠条件下慢系统相对误差的自然对数随时间增长曲线(a)和可预报时251 

间(𝑇𝑝)随𝜖𝑠的变化(b) (图 a 的内插图为达到饱和时误差增长曲线的局部放大图，圆点表示误252 

差达到各自饱和值的时间点，图中𝜖𝑠值的大小均以对数化后的 log(𝜖𝑠)表示) 253 

Fig.5 (a) Temporal evolution of the natural logarithmic error growth and (b) the time of 254 

predictability limit (𝑇𝑝) of the slow system with different slow coupling coefficient 𝑐𝑠 and constant 255 

fast coupling coefficient (𝜖𝑓 = 10). (The inset of (a) is the enlarged detail of the error growth curve 256 

when the error reaches saturation, and the dots correspond to the positions where the respective 257 

error growth reaches saturation; The values of 𝜖𝑠 are logarithmicized (log(𝜖𝑠)) in the figure) 258 
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 259 

图 6 在𝜖𝑠 = 10
−2时，不同𝜖𝑓条件下慢系统相对误差的自然对数随时间增长曲线(a)和可预报260 

时间(𝑇𝑝)随𝜖𝑓的变化(b) (图 a 的内插图为达到饱和时误差增长曲线的局部放大图，圆点表示261 

误差达到各自饱和值的时间点) 262 

Fig.6 (a) Temporal evolution of the natural logarithmic error growth and (b) the time of 263 

predictability limit (𝑇𝑝) of the slow system with different fast coupling coefficient (𝜖𝑓) and 264 

constant slow coupling coefficient (𝜖𝑠 = 10
−2) The inset of (a) is the enlarged detail of the error 265 

growth curve when the error reaches saturation, and the dots correspond to the positions where the 266 

respective error growth reaches saturation) 267 
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 268 

图 7 (a)不同耦合系数下，慢系统的可预报时间；(b) 对图 a 沿𝑐𝑠轴平均后，慢系统可预报时269 

间随𝑐𝑓的变化和(c)对图 a 沿𝑐𝑓轴平均后，慢系统可预报时间随𝑐𝑠的变化(图中𝜖𝑠值的大小均270 

以对数化后的 log(𝜖𝑠)表示) 271 

Fig.7 (a) The time of predictability limit of the slow system with different coupling coefficients. 272 

The average time of predictability limit of the slow system varies with 𝜖𝑓 (b) (average along the 273 

log(𝑐𝑠) coordinate axis of figure a) and 𝑐𝑠 (c) (average along the 𝑐𝑓 coordinate axis of figure a) 274 

(The values of 𝜖𝑠 are logarithmicized (log(𝜖𝑠)) in the figure) 275 

4.3 耦合系统整体的可预报分析 276 

耦合系数既表示不同特征尺度之间相互作用大小，也决定了整个耦合系统277 

中快系统和慢系统的相对大小，进而可能对多尺度耦合系统整体可预报产生影278 

响。通过在耦合系统整体的初始时刻叠加𝜹0 = 𝑒
−10大小的误差，利用 NLLE 方法279 

计算不同耦合系数下系统整体的可预报期限,以此考察不同尺度相对大小对多尺280 

度系统整体的可预报影响。 281 

图 8a 给出了在不同的𝜖𝑠, 𝜖𝑓系数下，耦合系统整体的可预报期限。从图可282 

见，耦合系统整体的可预报上限取决于快/慢两个系统的共同作用。当𝜖𝑓越大，283 

𝜖𝑠越小时，耦合系统整体的可预报性更大。反之，可预报性越小。结合前文的284 

讨论发现，慢过程以低频变化为主，其误差增长较为缓慢，增加其在耦合系统285 
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中的强度（增加耦合系数𝜖𝑓）有利于提高系统的可预报性；反之，快过程以高286 

频变化为主，其误差增长较快，增加其在耦合系统的强度（增加耦合系数𝜖𝑠）287 

会降低系统的可预报性。此外，还发现耦合 Lorenz 模型的可预报上限对耦合系288 

数响应表现出不一致性。随着𝑐𝑓增加，耦合系统整体的平均可预报期限基本呈289 

现线性增加的趋势（图 8b）；随着𝑐𝑠指数增加，耦合系统整体系统的平均可预报290 

性期限才呈现线性下降的趋势（图 8c）。 291 

 292 

图 8 (a)不同耦合系数下，耦合系统整体的可预报时间；(b)对图 a 沿c𝑠平均后，整体可预报293 

时间随𝑐𝑓的变化和(c)对图 a 沿𝑐𝑓平均后，整体可预报时间随𝑐𝑠的变化(图中𝜖𝑠值的大小均以对294 

数化后的 log(𝜖𝑠)表示) 295 

Fig.8 (a) The time of predictability limit of the coupled system with different coupling coefficients. 296 

(b) the average time of predictability limit of the coupled system varies with 𝜖𝑓 (average along the 297 

𝑐𝑠 coordinate axis of figure a) and 𝑐𝑠 (c) (average along the 𝑐𝑓 coordinate axis of figure a) (The 298 

values of 𝜖𝑠 are logarithmicized (log(𝜖𝑠)) in the figure) 299 

5 结论与讨论 300 

本文主要研究了耦合 Lorenz 模型的吸引子特性及其可预报性随耦合系数变301 

化的特征。得到的主要结论有： 302 

1）耦合系数的大小会显著影响耦合系统的吸引子特性。随着耦合作用增强，303 
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快/慢两个不同尺度的子系统会相互适应，具体表现为快系统的吸引子变大的同304 

时出现了低频变化；慢系统的吸引子变率增加，准周期运动的频率更高，周期305 

缩短，表现出更不稳定特征。 306 

2）耦合系数可以通过改变不同稳定度的分量在整个系统中的比例，进而影307 

响系统的可预报上限。随耦合系数𝜖𝑠增加，快系统对整个耦合系统的作用增强，308 

继而增加了系统的不稳定分量，导致系统整体以及个尺度分量的可预报性降低。309 

随着耦合系数𝜖𝑓的增加，慢系统对耦合系统的作用增强，有利于提供更多的可310 

预报信息，进而提高系统整体以及快系统的可预报性，但是对慢系统自身的可311 

预报性影响不大。 312 

3）耦合 Lorenz模型整体的可预报上限对耦合系数响应表现出不一致性。随313 

着𝑐𝑓增加，耦合系统整体的可预报期限呈现线性增加的趋势，而随着𝑐𝑠指数增加314 

耦合系统整体的可预报期限才呈现线性下降的趋势。 315 

本文使用一个简单的概念耦合模型，揭示出耦合强度对多尺度系统的可预316 

报性有重要影响，这对多圈层相互作用下的大气可预报性研究有一定启示意义。317 

如前人研究发现全球变暖会增强海气相互作用，从而增加大气季节内尺度的可318 

预报性(Neena and Goswami, 2010)，但是会降低天气尺度的可预报性(Xu et al., 319 

2020)，说明海气耦合作用强度对实际大气可预报性的影响不可忽略。此外，本320 

文中的耦合项的形式是−𝜖𝑠𝑥1
(𝑓)
𝑥2
(𝑓)
, 𝜖𝑓𝑥1

(𝑓)
𝑥1
(𝑠)

，从概念上该项可以拆分为两部分，321 

一部分是𝑥1
(𝑓)
𝑥2
(𝑓)

和𝑥1
(𝑓)
𝑥1
(𝑠)
，表示不同系统各自的状态或强度，对应于气候系统322 

中各圈层本身的变率；另一部分是耦合系数−𝜖𝑠和𝜖𝑓，对应于气候系统中各圈层323 

之间相互作用的物理过程，这些物理过程也可能影响气候的可预报上限。因此，324 

在未来工作中，有必要利用更多观测资料和复杂耦合模式，加强气候系统中各325 

圈层之间的耦合过程及其对可预报性影响方面的研究。 326 
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