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摘要

本文研究了考虑地转约束的情况下，正压不稳定的必要条件，并基于能

量学和位涡动力学理论，对正压不稳定的必要条件的物理含义进行了诠释。

对于满足地转平衡的基本流，瑞利—郭晓岚（Rayleigh—Kuo）定理修正为：
若地转流可能出现不稳定，其位涡梯度需在某个纬度取极值。Fjørtoft 定理
相应地成为：若地转流可能出现不稳定，需满足 Qy 与 U − Us 同号。即由

原结论中的绝对涡度修正为位涡。这是地转约束也是位涡约束的结果。指出

满足能量关系是正压不稳定可能出现的能量学要求，瑞利—郭晓岚定理是正

压不稳定可能出现的位涡动力学条件，而 Fjørtoft 定理则是能量学与位涡
动力学两种要求的协调，三者均须满足，正压不稳定才有可能发生。
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1 引言 2

flow is of special importance for the geophysical flow. In this
paper, two modified necessary conditions for the barotropic in-
stability of the geostrophic flow are obtained. Based on energet-
ics and potential vorticity dynamics theories, the implication of
the necessary conditions for barotropic instability is explained.
For the geostrophic flow, the Rayleigh-Kuo theorem can be re-
vised as follws: A necessary condition for barotropic instabil-
ity of the geostrophic flow is that the potential vorticity of the
flow should have an extreme point. The Fjørtoft theorem cor-
respondingly becomes: A necessary condition for barotropic in-
stability of the geostrophic flow is that Qy(U − Us) > 0 in the
field of the geostrophic flow, where ys is a point at which Qy = 0
and Us = U(ys). That is, the absolute vorticity in the origi-
nal theorems is modified to potential vorticity. These results are
the consequence of geostrophic constraint and potential vorticity
constraint. The energy relationship is the energetics requirement
for the possibility of barotropic instability, the Rayleigh-Kuo the-
orem is the potential vorticity dynamics condition for the pos-
sibility of barotropic instability, and the Fjørtoft theorem is the
coordination of the two requirements of energetics and potential
vorticity dynamics. For possible barotropic instability, all three
requirements must be met.
Keywords Geostrophic flow, Barotropic instability, Necessary
conditions, energetics, Potential vorticity danamics

1 引言

正压不稳定是大气和海洋这类地球流体大尺度运动中存在的主要不稳

定类型之一，是天气尺度系统发生发展的重要机制。早在 1880 年，瑞利
（Rayleigh）在研究无粘性流体平行剪切流动不稳定问题时指出，无粘性平
行剪切流出现不稳定的必要条件是流速的廓线必须存在至少一个拐点即基

本流的局地涡度至少存在一个极值点，此即著名的瑞利定理。郭晓岚（Kuo，
1949）把瑞利的结果推广至大气的大尺度运动，得到大气大尺度运动存在正
压不稳定的必要条件是基本流动的绝对涡度存在极值点。在瑞利定理提出

之后的 70 年之后，Fjørtoft（Fjørtoft，1950）的研究表明，无粘性的平行剪
切流要出现不稳定，除了满足瑞利定理，还需要满足 (U − Us) ∂

2U
∂y2 < 0，即
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2 基本方程 3

满足 Fjørtoft 定理，其中 Us 为基本流动出现极值处的流速。关于平行剪切

流不稳定问题以及地球流体正压不稳定问题在林家翘（Lin，1945）的论文、
Drazin 和 Reid（Drazin 和 Reid，2004）的专著及郭晓岚（Kuo，1973）的
综述文章中有详尽的总结，钱永甫（钱永甫等，2006）的文章对于郭晓岚在
大气动力不稳定领域的工作也做了回顾。

鉴于瑞利、郭晓岚及 Fjørtoft 等人所用的标准模方法的局限性，曾庆存
（曾庆存，1979；Zeng，1983）和 Pedlosky（Pedlosky，1987）用能量方法
探讨了正压情况下天气尺度扰动的发展问题，得到扰动发展需要满足的基

本流和扰动的形态及其配置，拓展了研究思路，并且这类能量方法亦可推广

至非线性问题。不过作为有旋运动，能量学关系的只是流体运动需要满足的

约束之一，涡度或者位涡动力学条件则是需要满足的另一个约束。对于地球

流体的大尺度运动，只有满足地转平衡的基本流动才具有实际意义。因为如

果基本流不满足地转平衡，那么首先会通过较快的地转适应过程来实现地

转平衡，然后才会进入相对缓慢的准地转演变阶段（曾庆存，1979），而正
压不稳定是发生在准地转演变阶段的现象，因而研究地转流动的正压不稳

定问题更具有实际意义。此外，作为正压不稳定的必要条件的瑞利—郭晓岚

定理以及 Fjørtoft 定理只是作为数学推演的结果存在于文献之中，其动力
学含义一直没有给出明确的物理解释。

本文试图针对地转流动重新给出相应的定理，并结合能量学和位涡动力

学来解释地转流动正压不稳定必要条件的物理含义。文章将在以下部分从

研究所用的基本方程出发，导出准地转位涡方程，用标准模方法给出地转流

动正压不稳定的必要条件，再基于能量学和位涡动力学理论，对给出的正压

不稳定必要条件的物理意义进行诠释，最后对研究所得结论进行总结并加

以讨论。

2 基本方程

设 U 为纬向基本流，且满足地转平衡，即

fU = −g∂H
∂y

(1)

其中 U 基本流，H = H(y) 是流体层厚度，仅为 y 的函数，f = f0 + βy

为科氏参数，f0 为参考纬度的科氏参数，取作常量，β 为罗斯贝（Rossby）
参数，亦取为常量；g 为重力加速度。基本流动为地转流，故满足位涡守恒

（此处表现为位涡沿流线不变），因而容易得到

Q = f + ζ̄

H
=
f − ∂U

∂y

H
= Q0(y) (2)

 

  
  
  
  
待
  
刊

  
  
大
  
气
  
科
  
学

大
  
气
  
科
  
学

  
  
待
  
刊



3 正压不稳定的必要条件 4

其中 ζ̄ = −∂U
∂y
为基本流的相对涡度，Q 为基本流动的位涡，二者均仅为 y

的函数，对于固定的 y 值，Q 为常量，即位涡沿流线守恒。

现在我们要研究满足（1）和（2）的基本流动对于小扰动的稳定性。描
述小扰动的运动方程和连续方程分别为

∂u

∂t
+ U

∂u

∂x
+ v

∂U

∂y
− fv = −g∂h

∂x
(3)

∂v

∂t
+ U

∂v

∂x
+ fu = −g∂h

∂y
(4)

∂h

∂t
+ U

∂h

∂x
+ v

∂H

∂y
+H

(
∂u

∂x
+ ∂v

∂y

)
= 0 (5)

u、v 为扰动速度，h 为扰动高度。计及 U、H 均为 y 的函数，由式

（3）、（4）和（5）容易得到(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)(
ζ −

f − ∂U
∂y

H
h

)
+
(
β − ∂2U

∂y2 −
f − ∂U

∂y

H

∂H

∂y

)
v = 0 (6)

ζ = ∂v
∂x

− ∂u
∂y
为扰动流的相对涡度。若扰动流 u、v 亦满足准地转，则式（6）

可写成 (
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)(
∇2ψ − f0Qψ

)
+
(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
∂ψ

∂x
= 0 (7)

此即扰动的准地转位涡方程。其中 u = −∂ψ
∂y
，v = ∂ψ

∂x
，ψ 为地转流函数，

f0h = gψ，∇ 为哈密顿（Hamilton）算子。若不计（7）中与辐合辅散相关
的项 f0Qψ 以及与基本流动相应的压力梯度相关的项 Q∂H

∂y
，则简化为郭晓

岚（Kuo，1949）中的方程。事实上，∂H
∂y
至关重要，若没有该项，则基本流

动 U 将无法维持，讨论起稳定与否是基础也将随之不存。

与（7）相对应的 y 方向的边界条件为

v = ∂ψ

∂x
= 0, 当 y = y1, y = y2 (8)

如此一来，扰动的不稳定问题归结为方程（7）在边界条件（8）下的定
解问题，若方程的解 ψ 的值随时间增大，则扰动发展，即不稳定；反之，若

ψ 的值随时间减小，则扰动衰减，即为稳定。

3 正压不稳定的必要条件

由于方程（7）中的 U、Q 和 H 均与变量 x 和 t 无关，因此可设方程

的解 ψ 具有以下形式

ψ = ϕ (y) eik(kx−ct) (9)
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3 正压不稳定的必要条件 5

把（9）代入（7）和（8），则有

(U − c)
[
∂2

∂y2 −
(
k2 + f0Q

)]
ϕ+

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
ϕ = 0 (10)

ϕ = 0, 当 y = y1, y = y2 (11)

若 U − c ̸= 0，则（10）可以改写成[
∂2

∂y2 −
(
k2 + f0Q

)]
ϕ+ 1

U − c

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
ϕ = 0 (12)

以 ϕ 的共轭复数 ϕ∗ 乘以式（12）并对 y 积分，利用式（11）的边界条
件，可得∫ y2

y1

[
|dϕ
dy

|2 +
(
k2 + f0Q

)
|ϕ|2 − 1

U − c

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|ϕ|2

]
dy = 0

(13)
由（9）可知，若扰动不稳定，c 需存在正的虚部，即 c = cR + icI，且

cI > 0。将 c = cR + icI 代入（13），分离其实部和虚部，可得其虚部为

cI

∫ y2

y1

1
|U − c|2

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|ϕ|2dy = 0 (14)

若要保证 cI > 0，式（14）中则只能令积分为零，又 |U − c|2 和 |ϕ|2 均
为非负，故要求 β− ∂2U

∂y2 −Q∂H
∂y
在区间 (y1, y2)上变号，即存在 ys ∈ (y1, y2)，

使得 (
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|y=ys

= 0 (15)

若不计 Q∂H
∂y
，即为郭晓岚（Kuo，1949，1973）所得到的正压不稳定必

要条件，即瑞利—郭晓岚定理，若再不计 β 效应，则等价于瑞利所得到的无

粘平行剪切流不稳定性时的必要条件（Rayleigh，1890）。郭晓岚的正压不
稳定必要条件即在区间 (y1, y2) 的某处 y = ys，基本流的绝对涡度对 y 的偏

微商 β − ∂2U
∂y2 = 0，亦即基本流的绝对涡度在 y = ys 处存在极值点，该条件

看似与（15）矛盾，因为由（15）可知，在 y = ys 处 β − ∂2U
∂y2 = Q∂H

∂y
̸= 0。

但若对于基本流位涡沿流线守恒方程即使（2）对 y 求偏微商，有

Qy = ∂Q

∂y
=
β − ∂2U

∂y2 −Q∂H
∂y

H
(16)

H 为流体层的厚度，是一正定量，因而（15）式等价于

Qy|y=ys
= 0 (17)

也就是说对应于瑞利—郭晓岚定理在区间 (y1, y2) 的某处 y = ys，基本流的

绝对涡度存在极值点，地转流正压不稳定必要条件修正为在区间 (y1, y2) 的
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3 正压不稳定的必要条件 6

某处 y = ys，基本流的位势涡度存在极值点。二者的差异在于郭晓岚的工作

只是在瑞利的方程中计入了 β 效应，而没有对基本流做任何限制。实际上，

地球流体的大尺度运动，必然受地转平衡约束，而位涡守恒则是地球流体流

动（自然也包括地转流动）的本质属性，不受地转平衡及位涡守恒约束而随

意给定的基本流动对于地球流体则缺乏实际意义。（15）或者（17）则是计
入位涡守恒约束之后得到的更辐合地球流体实际的必要条件。

（13）式的实部亦不难得到

cR

∫ y2

y1

[
|dϕ
dy

|2 +
(
k2 + f0Q

)
|ϕ|2 − U − cR

|U − c|2

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|ϕ|2

]
dy = 0

或者∫ y2

y1

[
|dϕ
dy

|2 +
(
k2 + f0Q

)
|ϕ|2

]
dy =

∫ y2

y1

[
U − cR
|U − c|2

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|ϕ|2

]
dy

(18)
由于 Q 通常为正，故（18）式等号右端积分为非负，又 |U − c|2 和 |ϕ|2 均
为非负，这样要使得（19）式成立，必须满足

(U − cR)
(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
> 0

这样就有 ∫ y2

y1

[
U − cR
|U − c|2

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|ϕ|2

]
dy > 0 (19)

计及若存在不稳定，则需（14）式中的积分为零，将（14）式中的积分乘以
cR −Us（其中 Us 为（15）式或者（17）式成立时即 Q 在 y = ys 取极值处

的基本流 U 的值），与（19）式相加，则有∫ y2

y1

[
U − Us
|U − c|2

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
|ϕ|2

]
dy > 0 (20)

同上所述，（20）式成立亦须满足

(U − Us)
(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
> 0 (21)

计及（16）式，则（21）式等价于

(U − Us)Qy > 0 (22)

这是地转流动若可能存在不稳定需要满足的 Fjørtoft 定理，该定理要
求在区间 (y1, y2) 上，U − Us 与 Qy 同号，这相当于要求在 Qy > 0 的子区
间上 Us 为 U 的最小值，而在 Qy < 0 的子区间上 Us 为 U 的最大值。同样

由于位涡守恒对于准地转基本流的约束，Fjørtoft 定理中的绝对涡度由位涡
所替代。
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4 正压不稳定的能量学与位涡动力学 7

现在对（17）式进行简要分析，以对比与前人结果的异同。计及基本流
动满足地转平衡即（1）式，由与（17）式等价的（15）式,

β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y
= β − ∂2U

∂y2 + f

g
U
f − ∂U

∂y

H

= β − ∂2U

∂y2 + U

L2
D

(
1 −

∂U
∂y

f

)
= β − ∂2U

∂y2 + U

L2
D

(1 −Ro)

其中 LD 是罗斯贝变形半径，而
∂U
∂y

f
实际上是基本流动的罗斯贝数 Ro，

对于满足地转平衡的基本流动，Ro ≪ 1。若运动在 y 方向的尺度为 L，基

本流动变化的尺度为 ∆U，若不稳定出现，则需要

L <

[
∆U

β + U
L2

D
(1 −Ro)

] 1
2

(23)

对于 U > 0，即基本流动为西风，U
L2

D
(1 −Ro)为正，这样不稳定可能出

现的经向尺度就比郭晓岚的情况即 L <
[

∆U
β

] 1
2
更小（Gill，1982），即需要基

本流更加狭窄；对于 U < 0，即基本流动为东风， U
L2

D
(1 −Ro) 为负，这样不

稳定可能出现的经向尺度就比郭晓岚的情况即 L <
[

∆U
β

] 1
2
更宽，即可能出

现不稳定的基本流动可以较宽。也就是说，维持可能出现不稳定的相同强度

的东、西风，东风需要的南北向压力梯度更大。若取 β ∼ 2 × 10−11m−1s−1，

LD ∼ 106m，U ∼ 10ms−1，则 U
L2

D
(1 −Ro) ∼ 10−11m−1s−1，即 U

L2
D

(1 −Ro)
可达 β 数值的一半，可见基本流是否满足地转平衡对于可能出现不稳定所

要求的基本流宽度有显著影响。

4 正压不稳定的能量学与位涡动力学

以上所得（17）与（22）两式只是正压不稳定的必要条件，而非充分条
件，得到该必要条件的途径是通过数学推演，而非基于清晰简明的物理模

型。两个必要条件分别要求基本流动的位涡在某个纬度取极值以及其他纬

度上的流速与该纬度流速之差要与所在纬度的位涡的偏微商 Qy 同号，这两

个条件的只是为满足相应的积分约束的要去而给出，其物理含义至今尚不

明确。此处将对这两个条件的物理意义进行探讨。

从能量学的观点看来，正压不稳定的能量由基本流动的动能提供，因此

我们把扰动能量方程作为研究的出发点。用 −ψ 乘以（7）式，经过一些运
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4 正压不稳定的能量学与位涡动力学 8

算，容易得到

1
2
∂

∂t

[(
∂ψ

∂x

)2

+
(
∂ψ

∂y

)2

+ f0Qψ
2

]
+ ∂

∂x

[
U

2

(
∂ψ

∂x

)2

+ U

2

(
∂ψ

∂y

)2

+ U

2
f0Qψ

2

]

− ∂

∂x

[
Uψ

∂2ψ

∂x2 + U
∂

∂y

(
ψ
∂ψ

∂y

)
+ 1

2

(
β − ∂2U

∂y2 −Q
∂H

∂y

)
ψ2
]

+ ∂

∂y

(
U
∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

)
= ∂U

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y

将上式在所考虑的区域（南北向为基本流的宽度，东西向为一个波长）上积

分，并计及南北向的刚壁边界条件和东西方向的周期边界条件，消去散度

项，则有
∂Ē

∂t
=
∫ y2

y1

∂U

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
dy (24)

其中横线表示 x 方向的积分或者平均，Ē 为扰动能量，即

Ē =
∫ y2

y1

[
1
2

(
∂ψ

∂x

)2

+ 1
2

(
∂ψ

∂y

)2

+ 1
2
f0Qψ2

]
dy (25)

方括号中的前强两项为扰动动能，第三项为扰动位能。（24）式等号右
端项的被积函数还可以写成如下形式

∂U

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
=
(

−∂U

∂y

)
uv =

(
−∂U

∂y

)(
∂y

∂x

)
ψ

(
∂ψ

∂y

)2

(26)

由此可见，（24）式等号右端的被积函数实际上是基本流的相对涡度与
扰动的雷诺应力的乘积，通过扰动的雷诺应力与基本流的相互作用，从基

本流中获取动能，让扰动能量增长，从而使扰动发展；或者通过这种相互作

用，把扰动能量输送给基本流，从而导致扰动能量损失，扰动衰减。而且从

（26）式的最后一项可知，对于具有正涡度的气旋式基本流，若扰动流线呈西
南—东北走向，则扰动发展，若呈东南—西北走向，则扰动衰减；对于具有

负涡度的反气旋式基流，情况相反，即扰动流线呈西南—东北走向，扰动衰

减，而呈东南—西北走向，扰动发展（Pedlosky，1987；曾庆存，1979,1982，
1983）。需要注意的是，这并非扰动发展的充分条件，这只是表明这种情况
下扰动存在发展或者衰减的可能性。对于有旋流动，涡度或者位涡对于流动

具有很强的约束，只有满足某些特定的涡度或者位涡条件，基本流的能量才

有可能转变为扰动的能量，令扰动发展。

对于位涡动力学，（7）式可以写成(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
q +HQy

∂ψ

∂x
= 0 (27)
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4 正压不稳定的能量学与位涡动力学 9

其中 q = ∇2ψ − f0Qψ 为扰动位涡，将上式乘以
q

HQy
，在所考虑的区域上

积分，并计及南北向的刚壁边界条件和东西方向的周期边界条件，则有

∂

∂t

∫ y2

y1

q2

2HQy

dy = 0 (28)

如前面所述，横线表示对 x 的积分或者平均。由于 H > 0，如果扰动
发展，等号右边应该大于零，扰动涡旋加强，整个区域的位涡拟能随时间增

长。现在该式为零，只可能有两种情况，一是 q ≡ 0 或者 q 为常量，这对应

于稳定的情况（因为 H 和 Qy 均与时间无关）；而是在区间 (y1, y2) 上至少
存在一点 ys，在该点上 Qy 变号，即

∂

∂t

∫ ys−ϵ

y1

q2

2H1Qy1
dy + ∂

∂t

∫ y2

ys+ϵ

q2

2H2Qy2
dy = 0 (29)

其中 H1、H2 及 Qy1、Qy2 分别是 H 和 Qy 在相应区间上的取值，ϵ > 0 为
一小量，旨在去掉奇点。由积分中值定理，可得

1
H̃1Q̃y1

∂

∂t

∫ ys−ϵ

y1

q2

2
dy + 1

H̃2Q̃y2

∂

∂t

∫ y2

ys+ϵ

q2

2
dy = 0 (30)

上式中的 H̃1、Q̃y1 以及 H̃2、Q̃y2 分别表示该量子相应区间的均值。由（30）
式可知，扰动发展时，两个区域上位涡拟能均随时间增加，但两个区间上 Qy

符号相反，故（30）式或者（28）式能够成立。这其实也就是（17）式给出
的定理，即扰动可能发展所必须满足的位涡动力学条件。在 ys 上 Qy 为零，

即 Q 取极值，由（27）式，此时有(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
q ≡ 0 (31)

沿 y = ys，q 为零或者常量。在上 Qy 为零，即 Q 取极值处，无论是极大值

还是极小值，其实都对应于基本流切变最强处，此处基本流的相对正涡度或

者相对负涡度数值都为最大，这里有最多的正相对涡度或者负相对涡度，正

压不稳定出现时，这里盈余的相对涡度就会被输送至相对涡度数值较小的

地方，使得相对涡度的空间分布趋于均匀，也就是令基本流的速度切变即动

能梯度的空间分布趋于均匀。

至此所得到的扰动可能发展必须满足的两个条件，即扰动能量随时间增

长必须满足的条件，以及扰动位涡拟能随时间增长所必须满足的条件，二者

互不相同而且各自独立，而扰动若可能发展，扰动能量和扰动位涡拟能同时

随时间增长才行。现在探讨什么情况下，这两个条件可以同时得以满足。

用 −ψHQy 乘以（7）式，经过类似上述推导能量方程的推演，不难得
到用 HQy 加权的广义能量方程

∂

∂t

∫ y2

y1

HQyĒdy =
∫ y2

y1

∂UHQy

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
dy =

∫ y2

y1

∂ (U − Us)HQy

∂y

∂ψ

∂x

∂ψ

∂y
dy

(32)
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4 正压不稳定的能量学与位涡动力学 10

其中 E = 1
2

(
∂ψ
∂x

)2
+ 1

2

(
∂ψ
∂y

)2
+ 1

2f0Qψ
2 为扰动能量密度，Us 是 Qy 为零处

即 ys 处 U 的值，为常量，因此增加或者去掉该量并不改变以上被积函数中

的偏微商。以上广义能量方程可以写成以下形式

∂

∂t

∫ y2

y1

HQyĒdy =
∫ y2

y1

(U − Us)HQy
∂uv

∂y
dy = −

∫ y2

y1

(U − Us)HQyvqdy

(33)
用 q 乘以（27）式，可以得到位涡拟能方程

∂

∂t

∫ y2

y1

q2

2
dy = −

∫ y2

y1

HQyvqdy (34)

再用 Uq 乘以（27）式，可以得到用 U 加权的广义位涡拟能方程

∂

∂t

∫ y2

y1

Uq2

2
dy = −

∫ y2

y1

UHQyvqdy (35)

用 Us 乘以（34）式

∂

∂t

∫ y2

y1

Usq2

2
dy = −

∫ y2

y1

UsHQyvqdy (36)

（35）式减去（36）式，再与（33）式相减

∂

∂t

∫ y2

y1

HQyĒdy = ∂

∂t

∫ y2

y1

(U − Us) q2

2
dy (37)

（37）式中，E、H、q2 均正定，这样只要保证 Qy 与 U − Us 同号，扰

动就可能发展。这是 Fjørtoft 定理的要求，也是能量约束和位涡约束共同作
用的结果。从（34）式还可以看出，若扰动位涡拟能随时间增长，扰动位涡
的经向输送 vq 必须与基本流的位涡梯度 −Qy 同号，也就是扰动位涡必须

顺着基本流位涡梯度的方向输送，即由基本流位涡高值区向基本流位涡低

值区输送，其结果就是削弱基本流的位涡梯度，使得基本流的位涡在经向的

分布趋于均匀。这种效应也可以从扰动位涡经向输送对于基本流的直接影

响上反映出来，在此我们考虑可随时间变化的纬向基本流，其方程不难得到

（Pedlosky，1987；Vallis，2017）

∂Ū

∂t
= −∂uv

∂y
(38)

此处的 Ū 为纬向平均的基本流，但可随时间变化（38）对 y 积分，经

过简单推演可得

∂

∂t

∫ y2

y1

Ūdy = −
∫ y2

y1

∂uv

∂y
dy =

∫ y2

y1

vqdy (39)
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5 总结与讨论 11

为方便讨论，引入经向位移 δy（Pedlosky，1987）(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
δy = v (40)

代入（27）式（若考虑随时间变化纬向平均基流，亦能推得形式上与（27）
式完全相同的扰动位涡方程）则有(

∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
q = −

(
∂

∂t
+ U

∂

∂x

)
δyHQy (41)

由此可求得 q 的一个特解为

q = −δyHQy (42)

于是有

vq = −
[
∂

∂t

(δy2)
2

]
HQy (43)

把（43）式代入（39）式

∂

∂t

∫ y2

y1

Ūdy = −
∫ y2

y1

[
∂

∂t

(δy2)
2

]
HQydy (44)

对于发展的扰动， ∂
∂t

(δy2)
2 为正，又因 H 为正，在 Qy > 0 的区间，不

稳定将使基本流减弱；而在 Qy < 0 的区间，不稳定则将使基本流增强。总
体效果是令基本流在南北向的分布更加均匀，也就是令基本流动能的南北

梯度减小。另外，基本流的方程可以写成 Crocco 形式（Batchelor，1967）

QHU = − ∂

∂y

(
gH + 1

2
U2
)

(45)

可见，对于给定的 U（即沿给定的流线），位涡取值对应于流动的总能

量的梯度，即伯努利（Bernoulli）函数的梯度，位涡的极值点则对应于总能
量的梯度的极值点，而不是对应于能量本身的极值点。由此看来，能量的空

间分布本身只是为扰动发展提供了最基本的条件，位涡的空间分布通过控

制扰动位涡的输送方向来进一步决定不稳定是否可能发生。只有能量条件

和位涡条件相互匹配，不稳定才可能发生。（26）式确定的基本流的廓线与
扰动流线的匹配关系是能量方程所要求的最基本的条件，（17）式的瑞利—
郭晓岚定理是位涡动力学要求满足的条件，（22）式的 Fjørtoft 定理则是能
量学和位涡动力学相彼此调一致的需要。

5 总结与讨论

本文在考虑地转约束的情况下，重新审视了正压不稳定这一经典问题，

对前人的结果做了补充与修正。对于大气和海洋等地球流体的大尺度运动，
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5 总结与讨论 12

地转约束是基本前提。天气尺度扰动赖以发生发展的背景是比其尺度更大

的行星尺度系统，行星尺度系统受到地转约束的影响更为强烈，必须考虑地

转的约束。对于满足地转平衡的基本流，瑞利—郭晓岚定理修正为：若满足

地转平衡的基本流可能出现不稳定，基本流的位涡梯度需在某个纬度取极

值。Fjørtoft 定理相应地表述为：若满足地转平衡的基本流可能出现不稳定，
需满足 Qy 与 U − Us 同号。即原结论中的绝对涡度修正为位涡，这是地转

约束也是位涡约束的结果。以往研究工作中，基本流的选择存在任意性，事

实上，如果基本流不满足地转平衡，那么首先会通过地转适应过程，在较短

的时间内达到地转平衡，再在准地转情况下进入缓慢的演变过程，此时若出

现不稳定，则必然是地转流的不稳定，所以本文的提法更加合理。此外，计

入地转约束之后，对于西风基本流，正压不稳定出现的条件更加难以满足，

而东风基本流则更容易满足正压不稳定的条件。

瑞利—郭晓岚定理和 Fjørtoft 定理在所见到的文献中，仅作为数学推
导的结论，至于其物理含义则鲜有阐明。我们从位涡动力学出发，结合能量

方程，得到了与瑞利—郭晓岚定理和 Fjørtoft 定理等价的结果，并从能量学
和位涡动力学的角度，对瑞利—郭晓岚定理和 Fjørtoft 定理进行了诠释。瑞
利—郭晓岚定理要求基本流位涡至少存在一个极值点，Q 取极值处，无论是

极大值还是极小值，其实都对应于基本流切变最强处，此处基本流的相对正

涡度或者相对负涡度数值都为最大，这里有最多的正相对涡度或者负相对涡

度。位涡极值点的存在，可以保证扰动位涡的输送为顺梯度方向，这样就可

以把位涡盈余处多余的位涡向位涡不足处输送，其结果是让基本流的位涡在

空间上更加均匀。扰动发展，需要满足能量关系的约束，即基本流的形态和

扰动的形态需要满足能够扰动从基本流中获取能量的要求，同时还需满足位

涡动力学的约束条件，而且能量约束和位涡动力学约束要相互协调一致，即

发展的扰动，其作用在于将基本流的动能从盈余处向不足处输送，同时将基

本流的涡度或者位涡由从盈余处向不足处输送，最终的结果是使得基本流

的动能梯度和位涡梯度趋于极小，基流在纬向的分布趋于均匀。Fjørtoft 定
理则是能量约束和位涡动力学约束协调一致的体现。

需要特别指出的是，位涡极值点并不对应能量或者动能的极值点，而是

对应能量梯度（动能梯度）的极值点，可以认为，能量的空间分布形态为发

生不稳定提供了条件，而基本流位涡或者涡度的分布则通过控制扰动涡度

的输送方向来决定不稳定是否可能出现。这样才能保证发生不稳定之后，通

过扰动对位涡和能量的输送，最终的结果是使得基本流的动能梯度和位涡

梯度趋于均匀。

相对于经典流体无粘平行剪切流的不稳定，地球流体由于科氏力的存

在，正压不稳定更难出现。科氏力的存在，会抑制不稳定的出现，这是因为
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地转平衡的约束，把能量以基本流动能的形式储存在基本流之中，要从中提

取有效能量供扰动发展就更加困难。从位涡动力学角度来看，由于基本流的

位涡沿流线守恒这一约束，限制了把基本流位涡转化为扰动位涡的过程，使

得不稳定出现的条件更加苛刻。不过计入科氏力及其随纬度的变化之后，因

为科氏力不做功，所以在能量方程里没有体现，科氏力对于不稳定的必要条

件的影响也只体现于数量上，并没有改变其实质。由此看来，导致正压不稳

定的根本原因还是蕴藏在基本流之中，决定于基本流的涡度及动能的空间

分布，即与基本流流速的空间结构密切相关。
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