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摘要

本文基于尺度分析和量阶估计研究了正压地球流体在适应过程与演变

过程中的惯性重力波与涡旋运动，着重探讨了在地转适应过程和准地转演

变过程两个不同动力学阶段中各种因素对于地转偏差以及惯性重力波波源

的贡献. 对于线性小扰动情况，若不计 β 效应，f 平面上的小扰动经地转适

应过程达到常定的地转平衡，该常定的地转平衡状态将保持下去，不再激发

出惯性重力波等非地转运动. 计入 β 效应，β 平面上的小扰动，经适应过程

后进入准地转演变过程，非常定的演变过程将造成位势场起伏，进而产生地

转偏差并激发出新的惯性重力波. 对于完全的非线性情况，不计 β 效应，在

演变过程阶段，由于运动为非常定，本已处于准地转状态的涡旋运动通过非

线性作用即通过广义位势涡度平流项的作用，在位势涡度守恒的约束下，通

过改变位势通量散度而产生新的地转偏差，从而激发出新的惯性重力波. 对
于 Burger 数 Bu ≪ 1 即运动尺度 L 远大于 Rossby 变形半径 Ld 的情况，

必须同时计入 β 效应和广义位势涡度平流的影响，二者在位势涡度守恒的

约束下，通过改变位势通量散度产生地转偏差，激发出新的惯性重力波.
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Abstract Based on scale analysis and order estimation, the
inertia-gravity waves and vortical flows of barotropic geophys-
ical fluid are investigated in the adjustment and evolution pro-
cesses, and the contribution of various factors to the ageostrophic
modes and the source of inertia-gravity waves in the two different
dynamic stages of geostrophic adjustment and quasi-geostrophic
evolution are discussed. For the linear small perturbation case,
if the β effect is not considered, the small perturbations in the f

plane establish the steady geostrophic balance through the ad-
justment process, and the steady-state of geostrophic balance
will be maintained, and no more ageostrophic modes of mo-
tion, such as inertia-gravity waves, will be excited. Consider-
ing the β effect, the motion on the β plane transitions the stage
of quasi-geostrophic evolution process after the adjustment pro-
cess, and the unsteady evolution process will cause fluctuations
of the geopotential field, which in turn generate the ageostrophic
perturbations and excite the new inertia-gravity waves. In the
full nonlinear case, excluding β effect, in the evolution stage, un-
der the constraint of conservation of potential vorticity, the un-
steady quasi-geotrophic flows generate new ageostrophic modes
of motion by altering the divergence of geopotential flux due to
the generalized potential vorticity advection, thereby excites new
inertia-gravity waves. For the Burger number Bu ≪ 1, i.e., the
spatial scale L is much greater than Ld, the Rossby radius of
deformation, the effects of both the β effect and the advection of
generalized potential vorticity have to be accounted for, which
generate ageostrophic modes of motion by altering the potential
flux divergence within the constraints of potential vorticity con-
servation, thereby exciting inertia-gravity waves.
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1 引言

中纬度地球流体的大尺度运动（天气尺度与行星尺度的运动）的压力场

和速度场通常近似处于“地转平衡”状态，流速场接近于地转流. 对于大尺
度运动，在科氏力的作用下，这种近似平衡状态是波动过程将波动能量弥散

之后，涡旋场和压力场之间达成的一种准平衡状态. 达成这一近似平衡状态
的过程即为地转适应过程（Rossby，1938；曾庆存，1963，1979；叶笃正、李
麦村，1965；Blumen，1972；Gill，1982；Pedlosky，1987；Vallis，2017）.
这种准平衡状态在随时间的演变过程中，各种偏离平衡状态的因子的作用，

使得平衡态不断遭到破坏而令运动偏离这种准平衡；偏离越是厉害，演变也

就越是迅速激烈，经过一段演变之后，再达到一个新的准平衡状态. 对于这
种准平衡态的偏离，其实就是对于地转平衡的破坏. 地转运动是涡旋运动，
是（准）无辐散的，而对于地转运动的偏离，将导致辐散辐合，产生相应的

波动过程，在旋转地球的科氏力场中，这种波动就是惯性重力波. 相对于缓
慢的（准）地转运动，惯性重力波的时间尺度较小，是一种快运动或者称为

快波. 惯性重力波与（准）地转运动相比是一种空间尺度较小生命史较短的
运动，但惯性重力波的发生发展及其演变会造成强对流和局部暴雨等强烈

的中尺度天气现象，是不可忽视的大气动力学过程（曾庆存，1979；巢纪平，
1980；陈炜和李跃清，2018）。经典大气动力学关于地转适应过程的研究，通
常把惯性重力波视为暂态过程，着重研究其弥散过程与机制，而关注其激发

与产生的过程的研究相对较少. Ford（1993）研究了重力波与涡旋流动的相
互作用，并类比 Lighthill（Lighthill，1952）涡旋激发声波的理论，使用渐
近方法探讨了涡旋流动激发重力波的过程. 事实上，早在上世纪六、七十年
代，曾庆存（曾庆存，1963a，1963b，1979）就从非地转演变的角度对于产
生快波和地转偏差的源进行了全面的研究和总结，其研究指出在大多数的

非定常情况下，非线性项以及外源是产生快波及地转偏差的源，并进一步指

出超高速不稳定、惯性不稳定和非地转不稳定等几类不稳定机制亦可导致

快波的产生. 这些研究从适应过程与演变过程相互作用的角度和基本流动非
地转不稳定的角度探讨了诸如惯性重力波这样的快波的激发过程，具有重

要的启发意义.
本文针对正压地球流体运动，从辐合辐散运动所体现的波动过程（惯

性重力波）与涡旋过程所体现的地转平衡（常定运动）或 Rossby 波（非常
定运动）的相互作用出发，通过对线性过程与非线性过程的动力学分析，探
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2 基本方程 4

讨激发惯性重力波的波源. 以下各节从基本方程出发，导出描述波动和涡旋
（即快过程与慢过程）的相互关系的方程，研究波动过程与涡旋过程及其相

互关系，探讨激发惯性重力波的波源，最后对所得结果进行总结和讨论.

2 基本方程

假定无地形起伏，不计摩擦与加热，描写正压地球流体运动方程组可以

写成

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
− fv = −∂ϕ

∂x
(1)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ fu = −∂ϕ

∂y
(2)

∂ϕ

∂t
+ u

∂ϕ

∂x
+ v

∂ϕ

∂y
+ ϕ

(
∂u

∂x
+ ∂v

∂y

)
= 0 (3)

其中 u、v 分别为东西方向和南北方向的流速；f = f0 + βy 是科氏参数,f0

为 f 的参考值，β = ∂f
∂y
为科氏参数随纬度的变化；ϕ = gh 为位势，g 是重

力加速度，h 是流体厚度；c =
√

ϕ̃ =
√

gH 是重力波波速，ϕ̃ 为位势的平均

值，H 为流体层的平均厚度.
引入特征水平尺度 L、特征时间尺度 τ、特征速度 U 和特征位势偏差

Φ，相应地引入无量纲量 û, v̂, t̂, x̂, ŷ, ϕ̂ 和 f̂ 等如下

u = Uû, v = Uv̂, t = τ t̂ (4)

x = Lx̂, y = Lŷ, ϕ = Φϕ̂ (5)

f(y) = f0f̂(ŷ), f̂(ŷ) = 1 + β̂ŷ,

(
β̂ = βL

f0
≪ 1

)
(6)

于是可将（1）—（3）化为无量纲方程

ϵ
∂û

∂t̂
+ Ro

(
û

∂û

∂x̂
+ v̂

∂û

∂ŷ

)
− f̂ v̂ = −∂ϕ̂

∂x̂
(7)

ϵ
∂v̂

∂t̂
+ Ro

(
û

∂v̂

∂x̂
+ v̂

∂v̂

∂ŷ

)
+ f̂ û = −∂ϕ̂

∂ŷ
(8)

ϵ
∂ϕ̂

∂t̂
+ Bu

(
∂û

∂x̂
+ ∂v̂

∂ŷ

)
+ Ro

(
∂ϕ̂û

∂x̂
+ ∂ϕ̂v̂

∂ŷ

)
= 0 (9)

其中 ϵ = 1
f0τ
、Ro = U

f0L
和 Bu =

(
Ld

L

)2 = ϕ̃
f2

0 L2 分别为 Kibel 数、Rossby
数和 Burger 数，Ld = c

f0
，是 Rossby 变形半径.
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2 基本方程 5

令

Au = û
∂û

∂x̂
+ v̂

∂û

∂ŷ
(10)

Av = û
∂v̂

∂x̂
+ v̂

∂v̂

∂ŷ
(11)

Aϕ = ∂ϕ̂û

∂x̂
+ ∂ϕ̂v̂

∂ŷ
(12)

为简便计，略去无量纲量的“̂”标记，（7）—（9）改写为

ϵ
∂u

∂t
− fv + ∂ϕ

∂x
= −RoAu (13)

ϵ
∂v

∂t
+ fu + ∂ϕ

∂y
= −RoAv (14)

ϵ
∂ϕ

∂t
+ Bu

(
∂u

∂x
+ ∂v

∂y

)
= −RoAϕ (15)

我们形式地把 Au、Av 和 Aϕ 视为已知函数. 对（13）、（14）作散度运算和
涡度运算，得到

ϵ
∂D

∂t
− fζ + βu + ∆ϕ = −Ro

(
∂Au

∂x
+ ∂Av

∂y

)
ϵ
∂ζ

∂t
+ fD + βv = −Ro

(
∂Av

∂x
− ∂Au

∂y

)
其中 ζ = ∂v

∂x
− ∂u

∂y
为相对涡度，D = ∂u

∂x
+ ∂v

∂y
为散度，∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 为

Laplace 算子. 利用（15）消去涡度方程中的散度，有

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ βv = −Ro

(
∂Av

∂x
− ∂Au

∂y
− f

Bu
Aϕ

)
(16)

或者写成

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ + ϵ−1βy

)
= −Ro

(
∂Av

∂x
− ∂Au

∂y
− f

Bu
Aϕ

)
(17)

再利用（15）消去散度方程中的散度并稍作运算，则有

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

ϕ − ∆ϕ = −f

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ βu

+Ro

(
∂Au

∂x
+ ∂Av

∂y
− ϵBu−1 ∂Aϕ

∂t

)
(18)

或者再利用（16）消去（18）中的相对涡度[
Bu−1

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t
= fϵ−1Ro

(
∂Av

∂x
− ∂Au

∂y
− f

Bu
Aϕ

)
+ϵ−1fβv + β

∂u

∂t
+ Ro

∂

∂t

(
∂Au

∂x
+ ∂Av

∂y
− ϵBu−1 ∂Aϕ

∂t

)
(19)
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3 惯性重力波与涡旋运动的线性动力学 6

记

AΩϑ
= ∂Av

∂x
− ∂Au

∂y
− f

Bu
Aϕ (20)

Aϕ = ∂Au

∂x
+ ∂Av

∂y
− ϵBu−1 ∂Aϕ

∂t
(21)

其中 AΩϑ
是广义位涡平流，Aϕ 是广义散度平流（曾庆存，1979）. 这样

（16）、（17）、（18）和（19）可以写成

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ βv = −RoAΩϑ

(22)

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ + ϵ−1βy

)
= −RoAΩϑ

(23)

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

ϕ − ∆ϕ = −f

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ βu + RoAϕ (24)

[
Bu−1

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t
= ϵ−1fβv + β

∂u

∂t
+ fϵ−1RoAΩϑ

+ Ro
∂

∂t
Aϕ

(25)

此外，容易得到以下两式(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

u = −f
∂ϕ

∂y
− ϵ

∂2ϕ

∂x∂t
− RofAv − ϵRo

∂Au

∂t
(26)(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

v = f
∂ϕ

∂x
− ϵ

∂2ϕ

∂y∂t
+ RofAu − ϵRo

∂Av

∂t
(27)

利用（26）、（27）两式消去（25）中显含的 u 和 v，可得(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)[

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t

=
(

ϵ−1f2β
∂ϕ

∂x
− 2fβ

∂2ϕ

∂y∂t
− ϵβ

∂3ϕ

∂x∂t2

)
+Ro

(
ϵ−1f2βAu − 2fβ

∂Av

∂t
− ϵβ

∂2Au

∂t2

)
+Ro

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)(

fϵ−1AΩϑ
+ ∂

∂t
Aϕ

)
(28)

（22）—（25）以及（28）构成我们所需要的基本方程.

3 惯性重力波与涡旋运动的线性动力学

我们先讨论线性情形，即令 Rossby 数 Ro ≪ 1，含有 Ro 的项可以忽

略. 此时正压地球流体运动方程组（1）-（3）退化为小扰动形式，相应地
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3 惯性重力波与涡旋运动的线性动力学 7

（22）—（25）以及（28）简化为

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ βv = 0 (29)

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ + ϵ−1βy

)
= 0 (30)

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

ϕ − ∆ϕ = −f

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ βu (31)

[
Bu−1

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t
= ϵ−1fβv + β

∂u

∂t
(32)

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)[

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t

=
(

ϵ−1f2β
∂ϕ

∂x
− 2fβ

∂2ϕ

∂y∂t
− ϵβ

∂3ϕ

∂x∂t2

)
(33)

（29）为正压地球流体小扰动位势涡度方程的一种常用形式，等号左端圆
括号中的量 q = ζ − f

Bu
ϕ（其有量纲形式是 q̃ = ζ − f

c2 ϕ，c 为重力波相速度）

在一些文献中称为小扰动的位势涡度. 需要注意，该量既非真正的小扰动位
势涡度，亦非守恒量，除非忽略 β 效应. 在不计 β 效应时，每个固定坐标点上

的 q（或 q̃）值为常数，且不随时间变化. 考虑 β 效应时，（29）可以写成（30）
的形式，这样容易看出运动系统真正的位势涡度是 Ωϑ =

(
ζ − f

Bu
ϕ
)

+ϵ−1βy

（其有量纲形式是 Ω̃ϑ =
(

ζ − f
c2 ϕ
)

+ f =
(

ζ − f
c2 ϕ
)

+ f0 + βy，因 f0 为常

量，其微商为零，故在（30）中被忽略）. 位势涡度 Ωϑ 由三部分组成，其

中 ζ 是相对涡度， f
Bu

ϕ 表示流体柱拉伸或者压缩的贡献，ϵ−1βy 则为行星

涡度的贡献. 对于每个流体质点，位势涡度 Ωϑ 是守恒量.
（31）等号左端描述的是惯性重力波，等号右段第一项为小扰动的位势

涡度项（涡旋作用项），第二项则为 β 作用项. 该方程可看作非齐次的惯性
重力波方程，等号右端的位势涡度项（涡旋作用项）和 β 作用项可视为强

迫项，即由于等号右端各项的强迫，激发出等号左端所描写的惯性重力波.
（32）若不计 β 效应，则等号右端项为零，此时方程中包含两种种形式

的运动，即惯性重力波与地转平衡运动. （33）是由（32）消去 u 和 v 得到

的只含单一因变量 ϕ 的方程，等号右端各项均与 β 有关，若忽略 β 的影响，

其等号右端为零，与（32）的等号右端项为零时相同，方程中也包含惯性重
力波与地转平衡运动.
（29）或（30）是正压小扰动的位势涡度守恒方程，描写的是涡旋运动.

由于无量纲 β ≪ 1，若运动尚处于适应过程阶段，即 Kibel 数 ϵ ⩾ 1，亦即
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3 惯性重力波与涡旋运动的线性动力学 8

τ ⩽ f−1
0 ，此时有 ϵ−1β ≪ 1，ϵ−1βy 是小项，即 β 效应不重要，（29）或（30）

成为

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
= 0 (34)

此时 q = ζ − f
Bu

ϕ 为小扰动系统的位势涡度，为守恒量，其在每个固定的坐

标点上的值为常数且不随时间变化. 与之相应，也忽略掉（31）中含有 β 的

项，则有

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

ϕ − ∆ϕ = −f

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
(35)

（35）是用来研究地转适应过程的基本方程. 给定不满足地转平衡的初始流
速场和位势场（亦即压力场），由此计算出 ζ − f

Bu
ϕ，代入（35）右端作为强

迫项，由于位势涡度守恒，该强迫项不随时间变化. 求出 ϕ 后再令 t → ∞
得到 ϕ(∞)，ϕ(∞) 即为惯性重力波弥散掉非地转能量完成地转适应达到地转

平衡之后的位势场，再依地转关系即可求得适应了的流场 u(∞)、v(∞).
对（35）求关于 t 的偏微商并计及（34）则有[

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t
= 0 (36)

（36）其实就是（32）计及 ϵ−1β ≪ 1而忽略等号右端含 β 的各项的结果，（36）
包含了惯性重力波和地转平衡两类运动.
若 Kibel 数 ϵ ≪ 1，即 τ ≫ f−1

0 ，此时有 ϵ−1β ∼ 1，ϵ−1βy 不再是小项，

即 β 效应重要，不可忽略，而 ϵ−2 ≪ 1，故有
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ + y

)
= 0 (37)

或

∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ v = 0 (38)

（32）则成为 (
Bu−1f2 − ∆

) ∂ϕ

∂t
= fv + β

∂u

∂t

考虑到 ϵ ≪ 1 时，地转适应已经完成，v 已经是地转风，即 v = vg = 1
f

∂ϕ
∂x

并计及 β ≪ 1 而忽略 β ∂u
∂t

, 有

∂

∂t

(
∆ − f2

Bu

)
ϕ + ∂ϕ

∂x
= 0 (39)

回到有量纲方程即为（方程中各量皆为有量纲量）

∂

∂t

(
∆ − f2

c2

)
ϕ + β

∂ϕ

∂x
= 0 (40)
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3 惯性重力波与涡旋运动的线性动力学 9

这显然是小扰动情况下描写 Rossby 波的方程，若忽略 β 效应，则退化为地

转平衡，流速场和位势场均为常定，不再有时间变化.
以上讨论中，没有考虑 Burger 数 Bu =

(
Ld

L

)2
的作用，现在来作些讨

论. 在位势涡度表达式中，含有 Bu 的项体现流体柱拉伸或压缩即辐合辐散

效应. 若 Bu =
(

Ld

L

)2 ≫ 1，此时有 L ≪ Ld，即运动尺度显著小于 Rossby
变形半径，运动近于无辐散. 此时在组成位势涡度的三项中，体现流体柱拉
伸或压缩即辐合辐散效应的项 f

Bu
ϕ贡献最小，甚至可以忽略. 与此相反，若

Bu =
(

Ld

L

)2 ≪ 1，此时有 L ≫ Ld，即运动尺度显著大于 Rossby 变形半径，
流体层厚度变化亦即辐合辐散显著，此时相对涡度 ζ 的贡献较小，甚至可以

忽略，这种运动即所谓超长波或者行星地转运动. 不过此时由于水平尺度过
大，βL

f0
≪ 1 已不成立，用 β 平面不再合适，应该使用球坐标系统.

（33）是单一因变量 ϕ 的线性常系数偏微分方程，理论上可以直接求解.
但因其阶数较高，对其做必要的定性分析，更容易明晰其物理意义. 鉴于算
子 ϵ ∂2

∂t2 + f2 对方程的性质具有关键作用，以及前面我们对于（4）式进行简
单分析的结果，我们把运动的时间尺度分为 ϵ ≪ 1 的以涡旋为主要特征的
运动与 ϵ ≫ 1 的以散度为主要特征的波动过程. 对于 ϵ ≪ 1 的运动，此时
τ ≫ f−1

0 ，（33）等号左端的算子 ϵ ∂2

∂t2 + f2 ≈ f2，这样等号右端各项与等号

左端项的比值分别为 ∥∥∥ϵ−1f2β ∂ϕ
∂x

∥∥∥∥∥∥f2∆∂ϕ
∂t

∥∥∥ = O
(
ϵ−1β

)
= O(1) (41)

∥∥∥fβ ∂2ϕ
∂y∂t

∥∥∥∥∥∥f2∆∂ϕ
∂t

∥∥∥ = O (β) ≪ O(1) (42)

∥∥∥ϵβ ∂3ϕ
∂x∂t2

∥∥∥∥∥∥f2∆∂ϕ
∂t

∥∥∥ = O (ϵβ) ≪ O(1) (43)

由此可见，对于 ϵ ≪ 1 即时间尺度为 τ ∼ 1
βL

≫ f−1
0 的以涡旋为主要

特征的运动，（33）式等号左端的算子 ϵ ∂2

∂t2 + f2 可以用 f2 替换，而等号右

端第二、三项可以忽略. 这样有

∂

∂t

(
∆ + f2

Bu

)
ϕ + ϵ−1β

∂ϕ

∂x
= 0 (44)

（44）式为小扰动的准地转位势涡度方程，它所描写的是 Rossby 波，反映了
（33）式中 ϵ ≪ 1 即时间尺度分为 τ ∼ 1

βL
≫ f−1

0 的以涡旋为主要特征的运

动，其含义与（29）或（30）式是类似的.
现在讨论 ϵ ≫ 1 即 τ ≪ f−1

0 的以散度为主要特征的波动过程. 对于
ϵ ≫ 1 即 τ ≪ f−1

0 的运动，算子 ϵ ∂2

∂t2 + f2 ≈ ϵ ∂2

∂t2，这样等号右端三项与等
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3 惯性重力波与涡旋运动的线性动力学 10

号左端项的比值分别为∥∥∥ϵ−1f2β ∂ϕ
∂x

∥∥∥∥∥∥ϵ2 ∂2

∂t2 ∆∂ϕ
∂t

∥∥∥ = O
(
ϵ−3β

)
≪ O(1) (45)

∥∥∥fβ ∂2ϕ
∂y∂t

∥∥∥∥∥∥ϵ2 ∂2

∂t2 ∆∂ϕ
∂t

∥∥∥ = O
(
ϵ−2β

)
≪ O(1) (46)

∥∥∥ϵβ ∂3ϕ
∂x∂t2

∥∥∥∥∥∥ϵ2 ∂2

∂t2 ∆∂ϕ
∂t

∥∥∥ = O
(
ϵ−1β

)
≪ O(1) (47)

这样对于 ϵ ≫ 1 即 τ ≪ f−1
0 的以散度为主要特征的波动过程，（33）等

号右边各项均可忽略，方程简化为[
Bu−1

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t
= 0 (48)

该方程与（36）式是完全相同的，描写惯性重力波运动和地转平衡运动.（48）
式是由（33）式略去等号右边带有 β 的各项得到的，因此也就忽略了 β 效

应，这样由 β 效应产生的 Rossby 波也就退化成常定的地转平衡.
现在再回头分析（31）、（32）两个方程，探讨快过程惯性重力波与慢

过程 Rossby 波即涡旋运动之间的关系和相互作用. 对于 ϵ ≫ 1 即时间尺度
τ ≪ f−1

0 的波动过程，β 效应无关紧要，（31）式等号右端第二项 βu 可以

忽略，此时（29）式或（30）式简化为
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
= 0

此时小扰动的位势涡度 Ωϑ = ζ − f
Bu

ϕ 为守恒量，即 Ωϑ = ζ − f
Bu

ϕ = Ω(0)
ϑ ，

其中 Ω(0)
ϑ 是初始状态的位势涡度. （31）式变成

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

ϕ − ∆ϕ = −fΩ(0)
ϑ (49)

（49）为带有强迫项的波动方程. 根据地转适应理论（曾庆存，1979），若
Ω(0)

ϑ 场对应的流速场与压力场之间不满足地转平衡，将激发出惯性重力波，

通过惯性重力波的弥散，流速场将与压力场实现地转平衡，当地转适应过程

完成之后，惯性重力波将弥散掉，只保留下位涡守恒与地转平衡所描写的涡

旋场. 在 f 平面上，保留下来的涡旋场是常定的地转平衡运动，不随时间变

化，也就不再能够激发出新的惯性重力波.
若考虑 β 效应，情况则有显著不同。此时小扰动系统的位势涡度 Ωϑ =

ζ − f
Bu

ϕ + ϵ−1βy 为守恒量，但量 ζ − f
Bu

ϕ 不是守恒量，其变化为

∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
= −ϵ−1βv
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4 惯性重力波与涡旋运动的非线性动力学 11

可见由于存在 β 效应，流体质点的运动将导致量 ζ − f
Bu

ϕ 随时间不断变化.
此时（31）式右端的强迫项不再像（49）式那样是常定的，因而将不断地变
化并且不断地激发出惯性重力波. 在 f 平面情况，（49）式右端常定的强迫
项所激发出的惯性重力波经过以 f−1

0 为时间尺度的地转适应过程之后被弥

散掉，与 Ω(0)
ϑ 场对应的流速场和压力场达到常定的地转平衡，之后就不再

继续激发出惯性重力波. 存在 β 效应的情况下，即使通过惯性重力波的弥散

流速场和压力场达到地转平衡，即 fvg = ∂ϕ
∂x

, fug = −∂ϕ
∂y
，下标 g 表示流速

为地转流. 交叉微商并相加之后得到此时的散度为

D = ∂ug

∂x
+ ∂vg

∂y
= −β

f
vg

再由（15）式（忽略等号右端项）可得
∂ϕ

∂t
= ϵ−1βBu

vg

f
(50)

由于达到地转平衡的情况下 ϵ ≪ 1，此时有 ϵ−1β = O(1)，从（50）式可见，
β 平面上的地转流在 Burger 数 Bu 不显著小的情况下具有可观的散度，使

得位势扰动成为非常定的，这样位势扰动场（即压力场）的改变就破坏了

本来已经通过惯性重力波弥散建立起来的流速场与压力场之间的地转平衡，

再度激发出惯性重力波. 而在 β 平面上由小扰动位势涡度守恒所描写的涡

旋运动不再像 f 平面上那样为常定的地转平衡运动，而是非常定的 Rossby
波.
现在讨论（32）等号右端两项的相对大小. 在适应过程阶段，有 ϵ ≫ 1

即 ϵ−1 ≪ 1，ϵ−1fβv 远小于 β ∂u
∂t
，由此可以推知，适应过程阶段的地转偏

差主要是由 β ∂u
∂t
（该项实际上与散度有关）造成，反映涡旋作用的 ϵ−1fβv

贡献较小. 当 τ ≫ f−1
0 ，适应过程完成，进入演变过程阶段，此时有 ϵ ≪ 1

即 ϵ−1 ≫ 1，于是反映涡旋作用的 ϵ−1fβv 远大于与散度有关的项 β ∂u
∂t
，原

来的地转偏差基本消失，新的地转偏差则如上一小节所述，是由于非常定的

准地转演变过程而产生.

4 惯性重力波与涡旋运动的非线性动力学

忽略非线性效应的线性情况下，由于 β 效应产生的 Rossby 波是持续激
发惯性重力波的因素，现在讨论非线性效应的影响. 为简明计，我们先忽略
β 效应，专门讨论非线性项的影响，然后再比较 β 效应与非线性效应的大

小，明晰二者的贡献. 不计 β 效应，（22）或（23）、（24）、（25）或（28）成
为

ϵ
∂

∂t

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
= −RoAΩϑ

(51)
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4 惯性重力波与涡旋运动的非线性动力学 12

该式即无量纲形式的位势涡度守恒方程，可由如下形式的位势涡度守恒方程

D

Dt

(
ζ + f

ϕ

)
= ∂

∂t

(
ζ + f

ϕ

)
+
(

u
∂

∂x
+ v

∂

∂y

)(
ζ + f

ϕ

)
= 0

无量纲化之后稍作运算得到，其中RoAΩϑ
就是位势涡度平流项

(
u ∂

∂x
+ v ∂

∂y

)(
ζ+f

ϕ

)
的无量纲形式.
不计 β 效应时，（24）、（25）或（28）则成为

Bu−1
(

ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

ϕ − ∆ϕ = −f

(
ζ − f

Bu
ϕ

)
+ RoAϕ (52)

[
Bu−1

(
ϵ2 ∂2

∂t2 + f2
)

− ∆
]

∂ϕ

∂t
= fϵ−1RoAΩϑ

+ Ro
∂

∂t
Aϕ (53)

（52）为带有强迫项的波动方程，等号左端体现了惯性重力波，等号右
端第一项是位势涡度强迫源，第二项为广义散度平流，是非线性作用. （52）
对时间求偏微商，再利用（51）即可得到（53）. 而（53）等号右端第一项
就对应于（52）中等号右端的位势涡度强迫源，可见该项是由于广义位涡平
流所致，也是非线性作用. （53）式等号右端第二项是非线性的广义散度平
流之时间变化. （53）乃是以非线性的广义位势涡度平流和非线性的广义散
度平流之时间变化（即广义散度平流倾向）为强迫项的波动方程.
在地转适应阶段，通常有 ϵ ≫ Ro（对于大尺度运动，通常还有 Ro ≪ 1

及 Bu ⩽ 1），此时（53）等号的右端项皆为小项，运动主要表现为惯性重力
波. 在 τ ≫ f−1

0 之后，O(ϵ) = O(Ro)，此时惯性重力波代表的非地转能量
弥散掉，流速场与位势场达到地转平衡. 给定初始场，可以通过求解（52）
或者（53）并令 t → ∞ 求出达到地转平衡之后即所谓“适应了”的流速场

u(∞)、v(∞) 和位势场 ϕ(∞).
我们比较一下（53）等号右端两个强迫项的大小并探究其来源. 第一项

fϵ−1RoAΩϑ
= fϵ−1Ro

(
∂Av

∂x
− ∂Au

∂y
− f

Bu
Aϕ

)
= fϵ−1Ro

(
∂Av

∂x
− ∂Au

∂y

)
− fϵ−1Ro

f

Bu
Aϕ

前一项包含位势涡度平流，其本质是相对涡度对于位势涡度的贡献；后一

项包含位势通量的散度 Aϕ，其本质是散度效应导致的流体层厚度变化即流

体柱压缩或拉伸对于位涡的贡献. 两项之间数量上的差别在于 Burger 数，
只要 Bu 不显著大于或小于 1，前后两项的大小相近，作为惯性重力波强
迫源的贡献也在伯仲之间. 对于 Bu ≫ 1 的情况，此时运动尺度 L 远小

于 Rossby 变形半径 Ld，作为惯性重力波强迫源，位势涡度平流的贡献远

比位势通量的散度重要. 这是一种尺度较小的运动，流场的作用或者说动能
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5 结论与讨论 13

的作用远比位势场或者位能的作用重要. 在 Bu ≪ 1 即运动尺度 L 远大于

Rossby 变形半径 Ld 的情况，这是一种尺度很大的运动，位势场或者位能

的作用远比流场或者动能的作用重要，此时后一项的贡献才会显著，作为惯

性重力波的强迫源，位势通量的散度的贡献远比位势涡度平流重要. 但此时
地球的球面效应已经很显著，必须计入 β 效应，甚至要使用球面坐标.
（53）右端第二项为

Ro
∂

∂t
Aϕ = Ro

∂

∂t

(
∂Au

∂x
+ ∂Av

∂y
− ϵBu−1 ∂Aϕ

∂t

)
= Ro

∂

∂t

(
∂Au

∂x
+ ∂Av

∂y

)
− RoϵBu−1 ∂2Aϕ

∂t2

其中前一项为广义散度平流的时间变化，后一项为位势通量散度的二阶时间

微商，也就是位势倾向的变率，两项都与位势场的起伏即辐合辐散相关. 在
适应过程阶段，由于 O(ϵ) ≫ 1，在 Bu 不显著大于 1 时，后一项显著大于
前一项，其对于地转偏差的贡献也显著大于前一项. 只有在在 Bu ≫ 1 时，
两项的贡献才相当. 对于已经完成地转适应的情况，后一项中的 O(ϵ) ≪ 1，
在 Bu 不显著小于 1 时，后一项会显著地小于前一项，此时，作为惯性重
力波强迫源，贡献主要在于前一项. 只有在 Bu ≪ 1 即运动尺度 L 远大于

Rossby 变形半径 Ld 的情况，后一项的贡献才会显著. 这是一种尺度很大的
运动，位势场或者位能的作用远比流场或者动能的作用重要，此时地球的球

面效应已经很显著，不能在忽略 β 效应，甚至必须使用球面坐标.
再比较一下（53）等号右端两项的大小. 当处于地转适应阶段时，ϵ ≫ 1

亦即 ϵ−1 ≪ 1，此时第一项中与位势涡度平流相关的项显著小于第二项中与
散度平流相关的项，而第一项中含有位势通量散度的项也显著小于第二项

中的与位势通量散度相关的项. 在适应过程阶段，广义散度平流的影响是主
要的，广义位势涡度平流的影响则较小. 在 τ ≫ f−1

0 之后，地转适应完成，

运动处于演变过程阶段，此时有 ϵ ≪ 1 而 ϵ−1 ≫ 1，第一项因含有 ϵ−1 而显

著大于第二项，广义位势涡度平流的影响是主要的，广义散度平流的影响则

较小. 也就是说，适应过程完成之后，以散度为主要特征的惯性重力波因为
弥散而强度减弱到相当程度，运动进入以涡旋为主要特征的演变过程.

5 结论与讨论

本文针对正压地球流体在适应过程与演变过程中的惯性重力波与涡旋

运动进行了动力学分析，着重讨论了不同阶段中各种因素对于地转偏差的

贡献以及作为惯性重力波波源的贡献.
对于线性小扰动情况，若不计 β 效应，f 平面上的小扰动其适应过程与

演变过程是相互独立的，适应过程通过惯性重力波弥散而达到常定的地转平
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衡，该常定的地转平衡将保持下去，不再激发出惯性重力波等非地转运动.
计入 β 效应后，β 平面上的小扰动，其适应过程中的地转偏差直接来源于非

地转运动的散度；在演变过程阶段，新的地转偏差则源于于已经处于准地转

的非常定运动所产生的位势场起伏，进而作为波源激发出新的惯性重力波.
对于完全的非线性情况，即便不计 β 效应，f 平面上的适应过程与演

变过程也存在相互作用. 适应过程中的地转偏差主要源于广义散度平流的影
响，而对于广义散度平流而言，对于 Burger 数 Bu 不显著大于 1，即对于
尺度较大直至尺度不特别小的运动，位势倾向时间变率对于地转偏差的影响

显著大于散度平流时间变率的影响，只有对于 Bu ≫ 1 即尺度很小的运动，
二者对于地转偏差的贡献才相当. 在演变过程阶段，惯性重力波因为弥散而
强度减弱到相当程度，此时主要体现为涡旋运动，广义位势涡度平流成为主

导，其中对于 Bu 不显著大于 1 或 Bu 小于 1 的情况，相对涡度平流的贡
献与位势通量散度所致位势起伏的贡献在伯仲之间. Bu ≫ 1 的情况，此时
运动尺度 L 远小于 Rossby 变形半径 Ld，位势涡度平流的贡献远比位势通

量的散度所致位势起伏的贡献来得重要，对于这种尺度较小的运动，流场或

者说动能起主要作用，位势场或者位能为次要. Bu ≪ 1 的情况则相反，此
时运动尺度 L 远大于 Rossby 变形半径 Ld，位势通量的散度所致位势起伏

的贡献远超位势涡度平流的贡献，对于这种尺度较大的运动，位势场或者位

能起主要作用，流场或者说动能为次要，此时忽略 β 效应已不合适，必须

把 ϵ−1fβv 与广义位势涡度平流一起计入. 演变过程阶段，由于运动为非常
定，本已处于准地转的涡旋运动通过非线性作用即通过广义位势涡度平流

项的作用，在位势涡度守恒的约束下，通过改变位势通量散度而产生新的地

转偏差，从而激发出新的惯性重力波.
也就是说，地转适应过程和转地转演变过程既是相对独立的不同的两个

过程，又存在密切的相互作用，通过适应过程，惯性重力波弥散掉地转偏差

的能量，实现准地转的演变过程；演变过程中的涡旋场，由于其非常定性质，

通过 β 效应以及非线性的广义位势涡度平流过程可以使本已处于准地转的

涡旋运动逐渐偏离准地转状态，进而产生出地转偏差，激发出惯性重力波.
针对（31）及（32）或者（52）及（53）各式，原则上我们可以仿照曾

庆存（曾庆存，1979）的方法，将其化为微分——积分方程，然后作进一步
的数学分析，再分别针对近场（波源区域内及其附近）和远场（远离波源的

区域）情况作具体讨论，甚至用渐近方法给出不同无量纲参数域不同涡旋结

构的贡献（曾庆存，1979；Ford，1993）. 不过这样处理既繁琐也欠直观. 通
过以上定性的动力学分析，已经可以清楚地看到大气中非常定的涡旋运动

本身就是激发惯性重力波的强迫源，准地转的涡旋运动本身是惯性重力波

弥散非地转能量之后实现地转适应的产物，同时又是产生非地转运动激发
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惯性重力波的因素.
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