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初始扰动振幅和集合样本数对CNOPs集合
预报的影响
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摘 要 初始扰动振幅的大小和集合样本数对于集合预报取得更高预报技巧具有重要意义。本文将正交条件非线

性最优扰动方法（orthogonal conditional nonlinear optimal perturbations，简称CNOPs）应用于概念模型Lorenz-96

模式探讨了初始扰动振幅和集合样本数对集合预报技巧的影响，从而为使用更复杂模式进行集合预报提供指导。

结果表明，由于CNOPs扮演了非线性系统中的最优初始扰动，从而使得当初始扰动振幅小于初始分析误差的大

小时，CNOPs 集合预报获得更高的预报技巧，并且 CNOPs 集合预报的最高预报技巧总是高于奇异向量法

（singular vectors，简称SVs）集合预报的最高预报技巧。结果还表明，CNOPs集合预报倾向于具有一个合适的样

本数时，达到最高技巧。更好的集合离散度——预报误差关系和更为平坦的Talagrand图（Talagrand diagram）进

一步证明了CNOPs集合预报系统的可靠性，从而夯实了上述结果的合理性。因此，针对CNOPs集合预报，本文

认为采用一个适当小于初始分析误差的初始扰动振幅和一个合适的集合样本数，有利于CNOPs集合预报达到最

高预报技巧。
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strategy that applies orthogonal conditional nonlinear optimal perturbations (CNOPs) to the Lorenz-96 model. It is found

that due to the effect of nonlinearity, the CNOPs-based ensemble forecast can achieve higher skills when the initial

perturbation amplitude is appropriately smaller than the amplitude of initial analysis errors, and the highest skill of the

CNOPs-based ensemble forecasts is always higher than that of its linear counterpart [i.e., singular vectors (SVs)-based

ensemble forecast]. The results also show that an appropriate ensemble size is helpful for achieving higher skills in

ensemble forecast. A better spread-skill relationship and a much flatter Talagrand diagram are found in CNOPs-based

ensemble forecast, which indicates the reliability of the corresponding ensemble forecast system and makes the above

results much solid. It is therefore inferred that the highest skill of CNOPs-based ensemble forecast is mostly likely

achieved when initial perturbation amplitudes are properly smaller than those of initial analysis errors and the ensemble

size is appropriate.

Keywords Ensemble forecast, Initial error, Conditional nonlinear optimal perturbations, Ensemble size

1 引言

天气预报通常是指数值天气预报（numerical

weather prediction，简称NWP）。NWP的本质是求

解复杂偏微分方程组的初边值问题。然而，观测误

差的存在和资料同化方法的局限性使得NWP的初

始分析场不可避免地存在初始分析误差，而且由于

大气的混沌特性以及相关天气系统的高度非线性

性，初始分析误差会快速增长，仅在 2～3周后就

会使预报结果远远偏离大气的真实状态，从而造成

较大的预报误差（Lorenz, 1963; Toth and Kalnay,

1993; Buizza et al., 2005; Yoden, 2007）。另外，即

使是目前最先进的NWP模式也不能确切地描述大

气的运动规律，从而存在模式误差。初始误差和模

式误差的共同作用导致单一确定性预报存在着较大

不确定性。集合预报常常用来估计数值预报结果的

不确定性，并给出大气未来状态的估计（Buizza et

al., 2005; Leutbecher and Palmer, 2008）。

什么是集合预报呢？经典的集合预报是指用一

组相关性不大的初值，积分数值模式得到一组预报

值，形成集合预报成员（或集合样本），利用这些

集合成员给出大气在未来时刻的概率密度分布，进

而估计预报结果的不确定性。如果已知某状态变量

的初始概率密度函数（probability density function，

简称PDF），且不考虑模式误差，我们可以使用经

典的Liouville方程求解PDF随时间的演变，从而估

计状态变量在预报时刻的概率密度。考虑到求解

Liouville方程的困难性，Epstein（1969）提出了随

机动力预报方法，即只预报概率分布的一阶矩和

二阶矩（期望和协方差），而不预报整个概率分

布。然而，对于有数百万自由度的 NWP 模式来

说，这种方法在计算上是不可行的。于是，Leith

（1974）提出了蒙特卡罗预报方法（Monte Carlo

forecasting，简称MCF）。具体地，MCF是由一组

不相关的随机扰动产生集合预报成员，进而给出未

来状态的概率密度分布。由于MCF中初始扰动是

随机的，因而我们不得不产生大量的初始扰动形成

集合预报的集合样本，从而保证预报结果在统计上

有意义。有研究表明，如果将增长型的初始扰动叠

加到初始分析场上，该初始扰动的发展会逐渐偏离

由初始分析场产生的控制预报，而更接近大气的真

实状态，从而更好地刻画大气真值。因此，相对于

不增长型初始扰动来说，增长型的初始扰动能够更

好地描述初始分析场的不确定性，更有利于集合预

报技巧的提高（Toth and Kalnay, 1997）。然而，对

于MCF集合预报来说，其随机初始扰动不能描述

初始分析误差的空间结构，不能捕捉真实NWP模

式中的不稳定斜压模态，因而通常是慢速增长的，

甚至是不增长的（Hollingsworth, 1979; Hoffman

and Kalnay, 1983; Kalnay and Toth, 1995）。所以，

MCF的随机初始扰动对于集合预报技巧的提高具

有局限性。奇异向量（singular vectors，简称SVs）

是切线性模式中的一组相互正交，且最快增长的一

类初始扰动。SVs已经成功应用于集合预报的研究

中（Buizza and Palmer, 1995; Molteni et al., 1996;

Leutbecher and Palmer, 2008）。特别地，欧洲中期

天气预报中心（European Centre for Medium-Range

Weather Forecasts，简称 ECMWF）使用 SVs 方法

产生集合初始扰动，投入实际天气预报业务中并获

得了成功（Buizza et al., 1993; Molteni et al., 1996）。

然而，Anderson（1997）指出SVs是线性模式中的

扰动，不能描述非线性模式中的最优增长扰动。
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Gilmour and Smith（1997）也指出SVs是由切线性

模式推导得来的，不能充分刻画大气和海洋运动中

状态变量的非线性特征，在估计预报不确定性方面

存在一定的局限性（Hamill et al., 2000）。这些研究

表明，在集合预报中考虑非线性最快增长扰动是非

常必要的，对进一步提高集合预报技巧具有重要

意义。

考虑到 SVs 的线性局限性，Mu et al.（2003）

提出了条件非线性最优扰动方法（conditional

nonlinear optimal perturbation， 简 称 CNOP）。

CNOP是第一SV在非线性领域的推广，它代表了

非线性模式中的最快增长扰动。Mu and Jiang

（2008）和 Jiang and Mu（2009）用CNOP代替SVs

中的第一 SV，提高了 SVs 集合预报的预报技巧。

考虑到相互独立的初始扰动在集合预报中的有用性

（Wang and Bishop, 2003），Duan and Huo（2016）

发展了正交CNOPs方法，产生了一组可用于集合

预报的相互正交的非线性最优扰动。Huo and Duan

（2018）将正交CNOPs方法初步应用于MM5模式

对台风路径进行了回报试验。结果表明，CNOPs

集合预报的技巧显著高于 SVs、繁殖向量方法

（bred vectors，简称BVs）集合预报技巧。这些研

究主要强调了正交CNOPs的特定空间结构，使其

集合预报技巧高于其它方法。显然，具有合理空间

结构的初始扰动是集合预报的一个关键（Toth and

Kalnay, 1993）。事实上，除了初始扰动的空间结

构，初始扰动的大小和集合样本数对于集合预报技

巧的提高也具有重要作用（Kalnay, 2003）。有研究

指出，集合初始扰动应具有与初始分析误差同样的

大小，集合成员应越多，集合预报技巧越高

（Buizza and Palmer, 1998; Kumar and Hoerling,

2000; Kumar et al., 2001; Daron and Stainforth, 2013;

Scaife et al., 2014）。CNOPs作为一个新的集合预报

方法，我们自然会问：初始扰动振幅和集合样本数

应符合什么条件才能使CNOPs集合预报具有更高

的预报技巧呢？Lorenz-96模式（Lorenz, 1995）是

一个概念模型，它具有与大气运动类似的非线性特

征，因而常常被作为集合预报和资料同化新方法的

试验平台（Bowler, 2006; Descamps and Talagrand,

2007; Koyama and Watanabe, 2010; Revelli et al.,

2010; Basnarkov and Kocarev, 2012; Otsuka and

Miyoshi, 2015）。本文的主要目的是探讨初始扰动

振幅和集合样本数对CNOPs集合预报的影响，是

对 CNOPs 集合预报方法基本规律和特征的探讨，

因而也将采用Lorenz-96模式进行数值试验，以期

为使用更复杂模式进行CNOPs集合预报而确定初

始扰动振幅大小和选择集合样本数提供指导。

2 正交CNOPs方法

考虑下述初值问题：

ì

í

î

ïï
ïï

∂Y
∂t = Φ ( Y ( x，t ) )，

|Y
t = t0

= Y0，
（1）

其中，Y ( x, t )=( Y1 ( x, t ) , Y2 ( x, t ) ,⋯, Yn ( x, t ) )，

x = ( x1, x2,⋯, xn) ∈ Ω ⊂ Rn， 时 间 t ∈ [ t0, t1]， t1 <

+∞，Φ是非线性算子，Y0 是初值。假设方程（1）

的解为

Y ( t1) = M ( t0，t1) Y0， （2）

其中，M ( t0, t1)是方程（1）的非线性传播算子。

设y0是初始扰动，则初始扰动y0在时刻 t1时的非线

性发展可以表达为

J ( y0) =  M ( t0，t1) ( Y0 + y0) - M ( t0，t1) ( Y0)
f
.（3）

基于上述表示，Duan and Huo（2016）定义了

正交CNOPs。对于给定的度量范数，如果初始扰

动y*
0j满足：

J ( y*
0j) = max

y*
0j ∈ Ωj

||M ( t0，t1) ( Y0 + y0j) -

M ( t0，t1) ( Y0) || f ， （4）

其中，

Ω j =

ì

í

î

ïï
ïï

{ }|y0j ∈ Rn  y0j
i
≤ δ ，j = 1，

{ }|y0j ∈ Rn  y0j
i
≤ δ，y0j ⊥ Ωk，k = 1，2，⋯，j - 1 ，j > 1.

（5）

那么就称初始扰动 y*
0j为第 j个CNOP。在方程（4）

和（5）中， 
i
和 

f
分别代表初始扰动在时刻 t0

及其发展在时刻 t1度量范数；Ω j是相空间的一个子

空间，y0j是子空间Ω j内的一个初始扰动； y0j
i
≤ δ

是初始扰动的约束条件，其中 δ是一个正常数，代

表初始扰动的振幅；符号“⊥”代表正交。由以上

定义可知，当 j = 1时，第一CNOP代表在预报时

间段[ t0,t1 ]末端时刻具有最大非线性发展的初始扰

动，也就是整个相空间内的全局CNOP（Mu et al.,
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2003）；第二 CNOP（即 j = 2）是在与第一 CNOP

正交的子空间内具有最大非线性发展的初始扰动；

类似地，第 j个CNOP是在与前 j－1个CNOPs正交

的子空间内具有最大非线性发展的初始扰动。因

此，这些CNOPs是一组相互正交的扰动向量，且

按照其导致的扰动发展的大小，可以将其排序为

CNOP1＞CNOP2 ＞…＞CNOPn。

本 文 使 用 优 化 算 法 —— 谱 投 影 梯 度 法

（spectral projected gradient，简称 SPG2; Birgin et

al., 2000）计算正交CNOPs，采用L2范数度量初始

扰动的大小及其发展在预报时间段[ t0, t1 ]末端时刻

的大小，即： x
L2

= ∑i = 1

n x2
i ，其中 x = ( x1, x2,

⋯, xn) ∈ Rn。具体来说，首先考虑整个初始扰动相

空间作为优化问题（4）的约束条件，计算目标函

数关于初始扰动的梯度，用SPG2优化算法计算第

一CNOP（y*
01）；继而，考虑与第一CNOP正交的

子空间内的所有初始扰动，并将其作为优化问题

（4）的新的约束条件，再用SPG2优化算法计算第

二CNOP（y*
02）；然后，将与第一和第二CNOP正

交的子空间中的所有初始扰动作为优化方程（4）

的约束条件，可以用 SPG2 计算得到第三 CNOP

（y*
03）；以此类推，我们可以得到一组相互正交的，

且在各自子空间中具有最优增长行为的初始扰动向

量，即正交CNOPs。

CNOPs是传统的 SVs方法在非线性领域的拓

展，两者具有同样的动力学意义，但前者考虑了非

线性物理过程的影响，后者则忽略了非线性的影

响。在集合预报中，针对两种方法的不同，我们自

然要比较CNOPs和 SVs，揭示非线性物理过程对

集合预报的影响。因此，本文也进行了基于正交

SVs方法的集合预报试验，并与CNOPs集合预报

进行了对比。

假设初始扰动为y0，那么该初始扰动的线性发

展可以由以下方程描述：

y ( t1) = L ( t0，t1) y0， （6）

方程（6）是非线性模式[即方程（2）]的切线性模

式，其中L ( t0,t1)是切线性传播算子，它将初始时

刻 t0 的扰动 y0 线性传播至 t1 时刻的 y ( t1)。记 L* 为

切线性算子L的伴随算子，则上述奇异向量SVs是

矩阵A = L* L的特征向量，或者说，SVs满足方程

（7），是切线性算子L的右奇异向量，

L = WSV T， （7）

其中，W和V是正交矩阵；S是对角矩阵，且其对

角元素为奇异值（σ i），满足 σ1 ≥ σ2 ≥ ⋯ ≥ σn。由

方程（7）可知，第 j个奇异值（σ j）代表第 j个奇

异向量（v j）在预报时间段[ t0, t1 ]内的线性最大增

长率，即

 Lv j
f
/  v j

i
= σ j， （8）

这里的度量范数是 L2范数。可以看到，第一 SV

（v1）是在整个线性相空间里具有最大增长率的初

始扰动；第二SV（v2）在与第一SV正交的子空间

中具有最大的增长率；第 j 个 SV（v j）在与由

v1,v2,⋯,v j - 1 张成的空间正交的子空间中具有最大

的增长率。因此，SVs是在优化时间内，在扰动相

空间的不同子空间中具有最大线性增长率的正交向

量。值得注意的是，奇异向量乘以某一常数仍然是

奇异向量。

为保证集合预报比较的公平性，本文对SVs和

CNOPs采用相同大小的振幅和相同的集合样本数。

3 Lorenz-96模式

Lorenz-96 模式是 Lorenz（1995）根据大气运

动的动力学模式推导出的一个概念动力学模型。它

具有非线性系统的特征，以及大气运动的混沌性

质。Lorenz-96模式对初值非常敏感，极小的初始

扰动就会对结果产生很大的影响。该模式由下述m

个常微分方程组成：

dXk /dt = -Xk - 2 Xk - 1 + Xk - 1 Xk + 1 - Xk + F，（9）

其中， k ＝ 1, 2, … , m，F是一个常数。该方程组

具有周期边界条件，即满足X-1＝Xm-1，X0＝Xm和X1

＝Xm+1。变量Xk（k＝1, 2, … , m）可以看作是均匀

分布在同一纬圈上的气象变量（例如涡度、温度或

重力势函数）。方程（9）中的变量是无量纲变量，

右边的非线性项、线性项，和常数项分别是对大气

平流、耗散，和外强迫的近似，更多的细节，读者

可参考文献Lorenz and Emanuel（1998）。由于该模

式能够模拟大气运动的基本特征，所以被广泛应用

于集合预报的相关研究中，常常被作为新的集合预

报方法的试验平台（Bowler, 2006; Descamps and

Talagrand, 2007; Koyama and Watanabe, 2010;

Revelli et al., 2010; Basnarkov and Kocarev, 2012;

Otsuka and Miyoshi, 2015）。
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本文取参数m＝40，F＝8，此时模式能够模拟

出大气的混沌行为，并且保证奇怪吸引子的存在。

对模式的长期积分做平均，可以得到每个变量Xk

的期望和标准差分别约为2.3和3.6（假设任意两个

变量之间是不相关的；Lorenz and Emanuel, 1998）。

模式使用四阶龙格库塔差分格式进行离散，无量纲

时间步长取为Δt=0.05（对应量纲时间6 h）。此时，

Lorenz-96模式所描述的耗散衰退时间大约为 5 d，

误差倍增时间约为 2.1 d。这些时间尺度特征大致

与真实的天气预报模式相符合。因此，本文选择具

有上述参数设置的Lorenz-96模式进行集合预报试

验，以便能够更加深入地理解与初始不确定性有关

的集合预报的性质。

4 试验设置

假设模式是完美的，则预报误差仅由初始误差

导致。对Lorenz-96模式自由积分4000步（即1000

模式天），然后继续向前积分 730000步（即 500个

模式年）生成状态变量Xk( k = 1, 2,⋯, m )的时间序

列，从该时间序列中每隔 1460步（即 1个模式年）

取一次状态变量的值作为初始状态，共得到Xk( k =

1, 2,⋯, m )的 500个初始状态。将这 500个初始状

态向前积分40步（即10模式天），即可得到500个

用于检验预报的“真实场”（或“个例”）。对于每

个真实场，每隔一个时间步（即 6 h），在其上

叠加服从标准正态分布的随机数构造观测场，

即观测误差协方差矩阵取为单位矩阵。观测场

的大小可以通过调整高斯分布的标准差来控制。

使用四维变分资料同化方法（Four Dimensional

Variational Assimilation，简称 4DVAR）同化初始

时刻 t＝0和下一时间步 t＝6 h的观测场，得到初始

分析场。以该初始分析场为初值，积分模式 40个

时间步（即 10 模式天）得到真实场的控制预报。

这样，对于 500个真实场，我们可以得到 500个控

制预报。

观测误差的存在导致初始分析场存在误差，进

而导致控制预报存在不确定性，因此需要通过集合

预报的方法估计这种由初值不确定性导致的预报不

确定性。本文使用正交CNOPs方法产生集合预报

的初始扰动场。具体地，对于每个个例，以控制预

报的初始场为基态初值Y0，使用SPG2方法求解优

化问题 （4） 得到正交 CNOPs。 Duan and Huo

（2016）表明，CNOPs的结构与初始扰动振幅 δ和
优化时间 T（T＝t1－t0）密切相关。因此，本文对

每个个例，采用24种不同的 δ和T的组合（见表1）

计算正交CNOPs。这里，我们称初始分析场和真

实场之差为初始分析误差，用 L2范数度量，记为

δa。为了公平起见，计算正交SVs时也采用与正交

CNOPs相同的δ和T。

初始分析场被认为是对大气真实状态的最佳无

偏估计，而集合预报初始场的集合平均也应该是对

真实状态的最佳无偏估计（Leith, 1974; Toth and

Kalnay, 1997）。为此，本文采用正、负扰动对的形

式叠加到控制预报的初始分析场上，产生集合预报

初始场。由于Lorenz-96模式的空间维数为 40，所

以针对每个个例，针对表 1中的每种组合Ei（i =

1, 2, …, 24），可以求出40个正交CNOPs和40个正

交SVs。为了探讨集合样本数对集合预报技巧的影

响，从 40个CNOPs（或 40个 SVs）中取出前 n个

CNOPs（或者前 n个 SVs），将它们正负叠加到控

制预报的初始场上得到 2n 个对称的集合初始场，

进而形成 2n个集合样本，与控制预报一起，共同

组成 N （N＝2n + 1）个集合成员，其中 n＝1,

3, …, 39，对应于N＝3, 7, …, 79。为了减少统计波

动性，本文的计算是基于 500×N个集合成员的统

计结果。

对集合预报系统的评估需要检验两个部分，确

定性预报和概率预报。本文使用均方根误差

（RMSE）和距平相关系数（ACC；Murphy and

Epstein, 1989）度量确定性预报（即集合平均预报）

的技巧。RMSE值越小，ACC值越大，集合预报

的确定性预报技巧就越高。使用 BS 评分（Brier

表 1 24种优化时间T和初始扰动振幅 δ的组合（δa是初始

分析误差大小，Ei代表第 i个T和δ组合）

Table 1 24 combinations of optimization time interval T

and initial perturbation magnitude δ (δa represents the

amplitude of the initial analysis error, and Ei represents

the i-th combination of T and δ)

T/d

2

3

4

5

24种不同的δ和T的组合

δ=0.3δa

E1

E7

E13

E19

δ=0.5δa

E2

E8

E14

E20

δ=0.8δa

E3

E9

E15

E21

δ=δa

E4

E10

E16

E22

δ=1.1δa

E5

E11

E17

E23

δ=1.2δa

E6

E12

E18

E24
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score; Brier, 1950）、 BSS 评分（Brier skill score;

Mason, 2004）和ROCA评分（Mason, 1982; Mason

and Graham, 1999）度量集合预报概率预报的可靠

性。BS、BSS和ROCA评分通常用于评估二分类

事件发生的概率预报。本文定义了以下两个二分类

事件，高频事件 ev1：Xk＞2.0（k＝1, 2, … , 40）和

低频事件 ev2：Xk＞μk + σk（k＝1, 2, … , 40），其中

μk和σk是变量Xk对应的10年气候态均值和标准差，

这两个事件发生的频率分别为 0.523和 0.175。BS

评分值越小，BSS 评分值越大，ROCA 评分值越

大，概率预报技巧越高。这些技巧评分的详细定义

可参见Wilks（2011）。

研究指出，一个好的集合预报系统，其集合离

散度在整个预报时间内应与集合平均预报误差相等

或者相近（Branković et al., 1990; Eckel and Mass,

2005; Bowler, 2006; Buckingham et al., 2010）。这种

集合离散度和集合平均预报误差之间的关系常用

于判断一个集合预报系统的可靠性。除了集合离

散度和预报误差的关系之外，评价集合预报系统

的可靠性的另一个方法是Talagrand图（Talagrand

diagram; Talagrand et al., 1997; Candille and

Talagrand, 2005）。如果集合预报系统可靠，即是说

观测场和预报场统计上是无差别的，那么观测场必

然以相同的概率落入N个集合预报值划分的N＋1

个区间中的任何一个区间。如果将观测值落入集合

预报值第 k个区间内的概率记为pk，那么我们可以

画出概率分布 pk关于集合预报值区间 k的函数图，

即Talagrand图。理论上，Talagrand图的曲线应该

是完全平坦的，但是由于用于检验集合预报系统的

观测资料次数是有限的，所以Talagrand图不可能

完全平坦，一般会呈现U形或者凹形，即两端值比

较大，中间值比较小的情形。Talagrand图越平坦

代表集合预报系统越可靠。因此，除了上述几种度

量集合预报技巧的评分准则之外，本文也考察了

CNOPs集合预报的离散度和集合平均预报误差之

间的关系以及Talagrand图，用以检验CNOPs集合

预报系统的可靠性。

5 CNOPs集合预报试验结果

如第2节所述，正交CNOPs是正交SVs在非线

性领域的拓展。Duan and Huo（2016）指出正交

CNOPs和正交 SVs在空间结构上有较大差别，从

而使得CNOPs集合预报技巧高于 SVs集合预报技

巧。他们也探讨了当集合样本数由7增加到31时，

集合样本数对集合预报技巧的影响，并指出存在一

个集合样本数的上限使得集合预报具有最高预报技

巧，但是他们没有解释这种现象发生的原因。此

外，他们也研究了初始扰动振幅对集合预报技巧的

影响，但是没有回答初始扰动振幅究竟符合什么条

件时，CNOPs集合预报技巧可以达到最高这一问

题。因此，在本研究中，我们拟将集合样本数从

31扩展到 79，进一步研究集合样本数对集合预报

技巧的影响，并试图揭示其原因；同时，我们采用

不同的初始扰动振幅进行集合预报试验，尝试回答

CNOPs集合预报达到最高预报技巧时初始扰动振

幅所具备的条件。

5.1 CNOPs集合预报技巧对初始扰动振幅和集合

样本数的依赖性

首先考察当集合样本数（记为N）固定时，初

始扰动振幅对集合预报技巧的影响。不失一般性，

这里取N＝31。由第 4节可知，N＝31意味着针对

每个个例，每个组合Ei（i＝1, 2, …, 24）（见表1），

从 40个正交CNOPs（或SVs）中取前 15个CNOPs

（或SVs）生成对称的30个集合初始场，形成30个

集合成员，与控制预报一起，共同组成集合预报的

31个集合成员。然后，针对500个个例进行预报时

间为10 d的集合预报试验。综合每个个例，对每个

组合 Ei，以及它们在每一预报时刻（6 h、12 h、

18 h、24 h、…、10 d）的预报结果，我们计算了

集合平均预报的RMSE和ACC。如果将每个个例

中对每个变量Xk的预报看做一次预报过程，即共

有40×500＝20000次预报过程。针对20000次预报

过程，我们也计算了这些预报过程基于每一个预报

时刻和每一组合Ei的二分类事件的BS评分、BSS

评分和ROCA评分。

图 1 给出了对于每个组合 Ei，500 个个例在

10d内所有预报时刻的RMSE和ACC平均值，以及

BS评分、BSS评分和ROCA评分的平均值。结果

表明，无论优化时间T为多少天，CNOPs集合预报

技 巧 （无 论 是 RMSE、 ACC、 BS、 BSS 还 是

ROCA）随着初始扰动振幅的增加而增加，达到一

个最大值之后，开始出现下降现象。然而，SVs集

合预报技巧则随着初始扰动振幅的增加而最终趋于

饱和。两者对比发现，CNOPs集合预报的最高技

巧显著高于 SVs集合预报的最高技巧；CNOPs方
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法在初始扰动振幅小于初始分析误差时取得最高预

报技巧，而SVs方法在初始扰动振幅大于初始分析

误差大小时取得最高预报技巧。从图 1 还可以看

出，当初始扰动振幅大于初始分析误差大小时，

CNOPs集合预报技巧低于 SVs方法。因此，当使

用正交CNOPs（SVs）方法构造集合预报初始扰动

时，初始扰动振幅适当小于（大于）初始分析误差

大小将有利于集合预报获得更高的预报技巧。此

外，在所有 24种组合中，CNOPs集合预报的最高

技巧显著高于 SVs方法，这意味着CNOPs集合预

报对控制预报的改善程度更大。

以上结果是在固定集合样本数时得到的。那

么，我们自然会问，当集合样本数变化时，以上结

论是否仍然成立？为了回答这个问题，下面取集合

样本数为N＝3, 7, 11, 15, …, 79（共20种情形）。对

于每一种情形，我们重复了N＝31时的试验。图2

图 1 正交CNOPs（红）和正交SVs（蓝）集合预报技巧随初始扰动振幅的演变：（a）RMSE；（b）ACC；（c）事件 ev1的BS评分；（d）

事件 ev2的BS评分；（e）事件 ev1的BSS评分；（f）事件 ev2的BSS评分；（g）事件 ev1的ROCA评分；（h）事件 ev2的ROCA评分。图中

所有技巧评分是针对500个个例和10天内所有预报时刻的平均值。点线、实线、链线和虚线分别对应于优化时间T为2天、3天、4天和5

天。实心圆点对应于CNOPs（红）和SVs（蓝）集合预报的最高预报技巧

Fig. 1 Skills of ensemble forecasts based on orthogonal CNOPs (orthogonal conditional nonlinear optimal perturbations) and SVs (singular vectors)

as a function of the initial perturbation magnitude. (a) RMSE, (b) ACC, (c) BS (Brier score) for the event ev1, (d) BS for the event ev2, (e) BSS

(Brier skill score) for the event ev1, (f) BSS for the event ev2, (g) ROCA (the area under the relative operating characteristic curve) for the event ev1,

and (h) ROCA for the event ev2. The skills are estimated by averaging over 500 cases with all the lead times within 10 days. The dotted, solid, chain

dashed, and dashed lines represent the optimization time intervals (T) of 2 d, 3 d, 4 d, and 5 d, respectively. The big solid dots indicate combinations

of T and δ that correspond to the highest skills of the ensemble forecasts based on orthogonal CNOPs (red) and SVs (blue)
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给出当优化时间分别为2 d、3 d、4 d和5 d时，集

合平均预报误差RMSE随集合样本数的演变。结果

表明，对于所有的集合样本数、优化时间和初始扰

动振幅，正交CNOPs方法在优化时间 T＝4 d，初

始扰动振幅 δ＝0.8δa，集合样本数N＝43时获得最

高预报技巧；而正交SVs方法在T＝5d，δ＝1.2δa，

N＝39时具有最高技巧。由这些结果可以看出，当

集合样本数变化时，CNOPs（SVs）方法在初始扰

动振幅适当小于（大于）初始分析误差大小时取得

最高预报技巧这一结论仍然成立，而且CNOPs集

合预报的最高技巧仍然显著高于SVs集合预报的最

高技巧（图 2）。关于ACC评分，其结果和RMSE

类似（为简单起见，这里未给出细节）。

针对两个二分类事件，我们也计算了 20种集

合样本数（N＝3, 7, 11, 15, …, 79）各自对应的BS

评分、BSS 评分和 ROCA 评分均值。结果表明，

CNOPs（SVs）集合预报在较小（较大）扰动振幅

时取得最高预报技巧，并且CNOPs集合预报的最

高技巧总是高于SVs集合预报的最高技巧。为了避

免重复，这里也不再给出相关图表。事实上，SVs

图2 不同优化时间下正交CNOPs（红）和正交SVs（蓝）集合平均预报误差RMSE随集合样本数N的演变：（a）T＝2天；（b）T＝3天；

（c）T＝4天；（d）T＝5天。预报误差RMSE是针对500个个例和10天内所有预报时刻的均值。圆圈虚线、圆点实线、点线、链线、虚线和

实线分别对应于初始扰动振幅 δ＝0.3δa，0.5δa，0.8δa，δa，1.1δa和1.2δa。五角星符号对应于CNOPs（红）和SVs（蓝）集合预报的最高预

报技巧

Fig. 2 Evolution of the RMSEs of the ensemble mean forecasts based on orthogonal CNOPs (red) and SVs (blue) with optimization time intervals

of (a) T＝2 d, (b) T＝3 d, (c) T＝4 d, and (d) T＝5 d with respect to ensemble sizes N. The vertical axis represents the RMSE which is calculated by

averaging over all 500 cases and all lead times within 10 d. The dashed lines with circles, solid lines with dots, dotted, dashed chain, dashed, and solid

lines represent the initial perturbation magnitudes δ of 0.3δa, 0.5δa, 0.8δa, δa, 1.1δa, and 1.2δa, respectively. The stars denote the T, δ, and N that

correspond to the highest skills of the ensemble forecasts based on orthogonal CNOPs (red) and SVs (blue)
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是切线性模式中的最快增长扰动，而CNOPs是非

线性模式中的最快增长扰动；上述控制试验，以及

在其基础上开展的集合预报试验也是基于非线性系

统。因此，CNOPs集合预报具有更高的预报技巧

的主要原因可归结为CNOPs刻画了非线性最优初

始扰动的特征，能够更好地描述初始分析误差对预

报结果的非线性影响。CNOPs作为非线性系统中

的最快增长扰动的性质，使其在具有较小振幅时，

能够比具有较大振幅的SVs扰动增长更快。也就是

说，相对于具有较大振幅的 SVs来说，尽管此时

CNOPs的振幅较小，但其更加快速增长的行为使

得它们生成的集合成员有着更大且合适的离散度

（即集合成员的标准差），也就有更大的可能性抓住

真值，从而获得更高的集合预报技巧。因此，

CNOPs的非线性特征使得CNOPs集合预报能够在

较小扰动振幅时取得最高预报技巧。

另外，图2表明无论是CNOPs方法还是SVs方

法，随着集合样本数的增加，集合预报技巧都逐渐

增加到一个最大值然后降低。这意味着，对于由最

快增长初始扰动生成的集合预报来说，并非集合样

本数越大集合预报技巧越高，而是合适的集合样本

数才有利于集合预报达到最高的预报技巧。

5.2 CNOPs集合预报系统的可靠性

从第 5.1节可知，当初始扰动振幅适当小于初

始分析误差且具有合适的集合样本数时，CNOPs

集合预报能够获得最高预报技巧。那么，该结果是

否可靠呢?当然，这要取决于CNOPs集合预报系统

在取得最高预报技巧时，是否能够揭示集合预报的

可靠性。如第 4 节所述，一个可靠的集合预报系

统，其集合离散度和集合平均预报误差RMSE在整

个预报时间内应大致相当。为了检验CNOPs集合

预报的可靠性，图3分别给出了CNOPs和SVs集合

预报取得最高预报技巧时的集合离散度和集合平均

预报误差RMSE的关系。结果表明，CNOPs集合

预报的离散度关于RMSE的函数图像几乎与离散度

—RMSE坐标系第一象限角平分线重合，呈线性关

系，即离散度越大，集合平均预报误差越大，而且

CNOPs集合预报的离散度在整个预报时间段内几

乎都与RMSE相等，所以CNOPs集合预报的离散

度可用来更好地估计其集合平均预报误差。相比之

下，SVs集合预报的离散度关于RMSE的函数曲线

则趋向于更加偏离角平分线，即SVs集合预报的离

散度未必能够更好地揭示集合平均预报误差的大

小。所以，CNOPs集合预报系统比 SVs集合预报

系统更加可靠。

图3 （a）正交CNOPs和（b）正交SVs集合预报取得最高预报技巧时，对应于500个个例在第0天（红）、第2天（黄）、第4天（绿）、第

6天（蓝）和第10天（灰）的预报结果的离散度作为预报误差的函数的散点图。黑色实线代表坐标系第一象限的角平分线

Fig. 3 Scatter diagrams of theDispersion–RMSE of the ensemble forecasts for all the 500 cases at lead times of 0 (red), 2 (yellow), 4 (green), 6

(blue), and 10 days (gray) when (a) orthogonal CNOPs and (b) orthogonal SVs are used to achieve the highest forecast skills. The black solid line

denotes the diagonal line in the plane of the Dispersion–RMSE
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图4给出了CNOPs和SVs集合预报各自取得最

高预报技巧时不同预报时刻对应的 Talagrand 图。

该Talagrand图是针对 40个变量、以及每个变量的

500次观测（即本文中的 500个个例）进行分析计

算的,即有效观测样本数一共是40×500＝20000个。

从图4可以看出，在整个预报时间段内，CNOPs集

合预报的 Talagrand 图均比 SVs 集合预报更平坦。

虽然在初始时刻出现了两端值比较大的情况（说明

此时观测值落在了样本之外，样本的范围相对较

小），这可能与初始时刻的扰动振幅较小有关（δ＝

0.8δa），但是从预报的第二天开始，随着预报时间

的增加，CNOPs的非线性性在集合预报技巧中迅

速发挥了作用，使得集合离散度快速增大，因此观

测落在样本外的概率越来越小，预报样本的分布图

越来越平直，而且几乎与理想状态下的平均概率相

等。因此，CNOPs集合预报系统总体上较 SVs集

合预报系统更可靠。以上事实进一步夯实了

CNOPs集合预报在初始扰动振幅适当小于初始分

图4 正交CNOPs（左列）和正交SVs（右列）集合预报取得最高技巧时，在预报时间的（a、b）第0天、（c、d）第2天、（e、f）第4天、

（g、h）第6天、（i、j）第8天和（k、l）第10天对应的Talagrand图。黑色实线代表平均概率的期望值

Fig. 4 Talagrand diagrams of ensemble forecasts when orthogonal CNOPs (left column) and orthogonal SVs (right column) are used to achieve the

highest forecast skills at lead times of (a, b) 0, (c, d) 2, (e, f) 4, (g, h) 6, (i, j) 8, and (k, l) 10 days, respectively. The black horizontal lines indicate the

expected values of the probability
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析误差大小且集合样本数合适时取得最高预报技巧

这一结论的正确性。

6 原因分析

上述结果表明CNOPs集合预报系统比 SVs集

合预报系统更加可靠，且当初始扰动振幅适当小于

初始分析误差大小且集合样本数合适时，CNOPs

集合预报能够获得最高预报技巧。第 5.1节已经阐

明了CNOPs在较小扰动振幅时取得最高集合预报

技巧的原因，本节将进一步解释为什么合适的集合

样本数有利于集合预报获得更高的预报技巧。

从正交CNOPs的定义可知，正交CNOPs的非

线性发展满足以下规律：CNOP1＞CNOP2＞CNOP3

＞…＞CNOPn（见第 2节）。也就是说，排序在前

的CNOPs具有更大的非线性发展，是快速增长的

初始扰动；而排序在后的CNOPs则具有较小的非

线性发展，是慢速增长或不增长的初始扰动。在上

述集合预报中，我们将这些CNOPs叠加到了控制

预报的初始场上产生集合成员，期望这些成员能够

捕捉真实大气的演变，即上述集合预报是建立在控

制预报和真实大气之间存在较大的预报误差基础之

上。所以，我们只有在控制预报上叠加增长型初始

扰动，才能保证集合成员能够更加接近真值，从而

刻画真值。然而，CNOPs的个数取决于模式的自

由度，其中快速增长的CNOPs的个数则可能和吸

引子的维数有关，而吸引子的维数又通常远远小于

模式相空间的维数，因此快速增长的CNOPs的个

数是有限的。所以，当采用快速增长的CNOPs进

行集合预报时，有用的集合样本是有限的。即是

说，只有合适的集合样本数才会使得集合预报获得

最高的预报技巧。为了验证上述推论，我们进行如

下数值试验。

由第 5.1节可知，当优化时间T＝4 d和初始扰

动振幅 δ＝0.8δa时，CNOPs集合预报的技巧在集合

样本数N＝43时达到最大值（这里的 43个集合成

员是由控制预报和前21个正交CNOPs生成的42个

对称初始场形成的）。以下我们通过两组试验（即

试验A和B）来验证上述推论。在试验A中，初始

扰动集合设为 S1= {CNOP1, CNOP2, … , CNOP21,

CNOP22, CNOP23, … , CNOP39}，将集合 S1 中的 39

个初始扰动取正负扰动对，叠加到控制预报的初始

场上，构成 78个集合成员，与控制预报一起，构

成集合预报的 79个集合成员。试验B是基于试验

A 设计的，思路如下：取 S1 中前 10 个正交

CNOPs，将其记为 yj （j = 1, 2, … , 10），假设 βij

（j = 1, 2, …, 10）是服从标准正态分布N(0,1)的相

互独立的高斯随机数，令

z i =∑
j = 1

10

β ij y j， （10）

取 i = 1, 2, … , 18，构造 18 个扰动向量 zi（i = 1,

2, …, 18）。将集合S1中前21个正交CNOPs和这18

个构造的扰动向量组成一个新的初始扰动集合，记

为 S2={CNOP1, CNOP2, … , CNOP21, z1, z2, … , z18}，

将集合S2中的39个初始扰动，取正负扰动对叠加

到控制预报的初始场上产生 78个集合成员，与控

制预报一起，构成试验 B 集合预报的 79 个集合

成员。

对比试验A和B发现，它们的前 21个初始扰

动是相同的（即排序在前的21个CNOPs），因而由

它们产生的 42个集合成员也是相同的。进一步考

虑控制预报作为集合成员，试验A和B则存在 43

个集合成员是相同的，而剩余的 36个集合成员不

同。试验A中的这 36个集合成员是由排序在后的

18 个正交 CNOPs（CNOP22, CNOP23, … , CNOP39）

产生，而试验B中的 36个集合成员是由 18个扰动

向量 zi（i＝1, 2, …, 18）产生。由正交CNOPs的定

义可知，排序在前的 10 个 CNOPs 较排序在后的

CNOPs具有更大的非线性发展，当然也比S1中排

序 在 后 的 18 个 CNOPs （CNOP22, CNOP23, … ,

CNOP39）的非线性发展更大。由此我们推测，S2

中的18个扰动向量 zi较S1中排序在后的18个正交

CNOPs增长更快，原因是这 18个扰动向量是由排

序在前的 10 个 CNOPs 线性组合而生成的。事实

上，数值试验也证实了这一点。图 5给出了 S1中

排序在后的18个CNOPs和S2中18个扰动向量 zi在

优化时间末端的非线性发展的盒须图。结果表明，

上述18个扰动向量 zi的非线性发展远远大于排序在

后的 18个CNOPs的非线性发展。因此，试验A和

B中存在 43个集合成员相同，而其余 36个集合成

员不同，且不同之处在于试验B中对应于这 36个

集合成员的初始扰动较试验A中相应的初始扰动增

长更快，即，试验B包含了更多的快速增长型初始

扰动。那么，是否这些快速增长型初始扰动有利于

CNOPs集合预报技巧的提高？是否更多的快速增

长型初始扰动能够进一步提高集合预报技巧？这些
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问题的回答有助于解释为什么合适的集合样本数有

利于CNOPs集合预报达到最高的预报技巧。

对于试验A和B，我们针对 500个个例进行预

报时间为10d的集合预报试验。在试验A中，按照

S1中初始扰动的顺序，取前 n个扰动对应的 2n个

集合成员，与控制预报一起，共组成N（N＝2n＋

1）个集合成员。这里分别取 N＝3, 7, 11, 15, … ,

79。例如，N＝3 表示集合预报有 3 个集合成员，

包含控制预报和通过CNOP1的正负扰动对生成的2

个集合成员；N＝7 则表示集合预报有 7 个成员，

包含控制预报和由 CNOP1、CNOP2，以及 CNOP3

的正负扰动对生成的6个成员。类似地，在试验B

中，我们也针对这 20种集合样本数（N＝3, 7, 11,

15, …, 79）进行了集合预报试验。

图6给出了试验A和B的集合预报技巧评分随

集合样本数的演变。结果表明，两组试验中的集合

预报技巧均随着集合样本数N的增加而增加，但是

当集合样本数大于43时，试验B的技巧趋于饱和，

而试验A的技巧开始下降。可见，试验A和B中集

图5 试验A中后18个正交CNOPs和试验B中18个构造的扰动向量，

在优化时间末端非线性发展的盒须图。红线代表中位数，蓝星代表均值

Fig. 5 Box-whisker plot of the nonlinear evolution for the last 18

CNOPs of the 39 CNOPs in Experiment A and the 18 constructed

perturbation vectors in Experiment B at the end of the optimization

time interval. The red lines denote the medians, and the blue asterisks

represent the means

图6 试验A（蓝）和试验B（红）对应的集合预报技巧评分随集合样本数的演变：（a）RMSE；（b）ACC；（c）事件 ev1的BS评分；（d）

事件 ev2的BS评分；（e）事件 ev1的ROCA评分；（f）事件 ev2的ROCA评分。图中所有技巧评分是取500个个例，及10天内所有预报时

刻的统计平均值

Fig. 6 Evolution of the skill scores of the ensemble forecasts for Experiment A (blue) and Experiment B (red) with respect to ensemble sizes: (a)

RMSE, (b) ACC, (c) BS for the event ev1, (d) BS for the event ev2, (e) ROCA for the event ev1, and (f) ROCA for the event ev2. The skill scores are

calculated by averaging over 500 cases and all lead times within 10 days
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合预报技巧存在差异性，而这种差异性显然是由它

们的集合成员的差异所导致的。如前所述，试验A

和B的排序在后的 36个集合成员存在差异性，即

试验 A 中这 36 个成员是由排序在后的 18 个正交

CNOPs生成，而试验B中的36个成员是由18个扰

动向量 zi（i＝1, 2, …, 18）生成，而且图 5表明这

18个扰动向量比排序在后的18个正交CNOPs增长

更快。根据试验A和B中集合初始扰动的差异性，

图6的结果实际表明了更多的快速增长初始扰动有

利于提高集合预报的技巧，但并非快速增长扰动越

多集合预报技巧越高，而是集合预报技巧最终达到

饱和。另外，在试验A中，排序在前的CNOPs是

更加快速增长的初始扰动，因而随着集合样本数的

增加，集合预报技巧增加；但当集合预报技巧达到

最大时，如果继续增加集合样本数，此时形成集合

样本的初始扰动逐渐成为排序在后的CNOPs。这

些CNOPs拥有较慢的增长率，属于慢速增长型或

不增长型扰动，当它们被叠加在控制预报上形成集

合成员时，此时的集合平均预报会开始偏离真值，

使得集合预报技巧开始下降。对比试验B的结果，

则说明试验A中使得集合预报技巧达到最高的集合

初始扰动是最有效的初始扰动，即使在试验B中使

用更多的快速增长型初始扰动，预报技巧也不会再

有显著增加。因此，如果初始扰动取得合理有效，

合适的集合样本数即可使得集合预报获得最高的预

报技巧。从上述可知，CNOPs可以作为产生集合

预报有效初始扰动的一个有效方法。

7 总结和讨论

SVs 已被应用于集合预报的相关研究中，但

SVs的线性近似限制了其在集合预报中的进一步广

泛应用。正交CNOPs是一组相互独立的非线性最

优初始扰动，是正交 SVs 在非线性领域的推广。

Duan and Huo（2016）已将正交 CNOPs 方法初步

应用于集合预报的研究中，强调了CNOP特定的空

间结构对集合预报的影响，本研究则进一步探讨了

初始扰动振幅和集合样本数对集合预报技巧的影响

及其原因。结果表明，正交CNOPs相对初始分析

误差具有较小振幅时，集合预报取得最高预报技

巧；SVs方法则在初始扰动振幅比初始分析误差较

大时，取得最高的集合预报技巧，但无论如何，

CNOPs集合预报的最高技巧总是高于 SVs集合预

报的最高技巧。究其原因，这是由于CNOPs充分

考虑了非线性物理过程的影响，使其能够更好地描

述初始不确定性对预报结果的非线性影响，从而具

有更高的集合预报技巧。同时，也正是由于

CNOPs是非线性最快增长扰动这一特性，使其在

相对初始分析误差具有较小扰动振幅时就能够取得

最高的集合预报技巧。

进一步试验表明，叠加到控制预报上的初始扰

动分为两类：快速增长型和慢速增长或不增长型初

始扰动。集合预报建立在控制预报与真实状态存在

较大预报误差的情形之上，所以只有快速增长的初

始扰动才能使得集合成员更加接近真实状态，从而

能够更好地捕捉到真实状态。本文结果表明，如果

初始扰动取得合理有效，即保证属于增长型初始扰

动，且扰动之间相互独立，则一个合适的集合样本

数就可使得集合预报获得最高预报技巧，而不是集

合样本数越大，预报技巧越高。从本文结果可以看

出，CNOPs可以作为产生集合预报合理有效的初

始扰动的方法之一。

总之，相对初始分析误差较小的初始扰动振幅

和合适的集合样本数，最有可能使CNOPs集合预

报取得最高预报技巧。CNOPs集合预报协调的离

散度—集合平均预报误差关系和更为平坦的

Talagrand图进一步夯实了该结论的可靠性。从文

中原因分析可以看出，该结论本质上是由于大气运

动的非线性不稳定性所决定的，因此从定性的角

度，该结论是不依赖于数值模式的。至于针对某个

具体模式，初始扰动相对初始分析误差小到什么程

度，集合样本取多少，才能使CNOPs集合预报达

到最高技巧，则需要通过大量数值试验来确定。另

外，正交CNOPs方法需要与其他集合初始扰动生

成方法（如集合卡尔曼滤波，集合转换卡尔曼滤

波，和繁殖向量法等）进行对比，从而彰显

CNOPs集合预报方法的优越性。事实上，正如引

言所述，作者已经将CNOPs初步应用于台风路径

的集合预报，并与SVs和繁殖向量法进行了对比，

初步表明了CNOPs集合预报的优势，从而也激励

作者进一步开展关于CNOPs集合预报在实际天气

预报中的应用研究。另外，我国学者近来也提出了

一种基于快速增长扰动的非线性局部Lyapunov向

量集合预报方法（Feng et al., 2014; Ding et al.,

2017; Hou et al., 2018），那么CNOPs集合预报方法

与其有何区别，各自的优势在哪里，这些问题都需
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要进一步通过理论分析和数值试验加以研究。总

之，期望通过努力，最终为天气预报和气候预测提

供一个具有较好理论基础且具有较高预报技巧的集

合预报方法。
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