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切变基本纬向流中赤道Rossby

包络孤立波*

赵 强 刘式适
(北京大学地球。。，北，100871)户午八

摘 要 利用多重尺度摄动法，从描写赤道Rossby波的正压大气位涡度方程中推导出在

切变基本纬向流中非线性赤道Rossby波包演变所满足的非线性Schrodinger方程，并得到其
单个包络孤立子波解，分析基本流切变对非线性赤道Rossby波动的影响.

关健词:赤道Rossby波;Schrodinger方程;包络孤立子

1 引言

    热带大气运动对全球气候变化有着密切联系，因此，人们对热带大气运动作了多方

面的研究，对热带大气运动规律有了许多新的认识，其中，热带大气波动理论可以说是

低纬度大气动力学研究的重要内容.目前，赤道波动理论已成为赤道大气动力学奠基

石，为我们了解许多低纬度大尺度天气现象提供一个动力学框架。Matsunol 11导出赤道
吞平面大气运动的线性波动并分析研究它们的特性;Domaracki和Loesc价]、Ripa131研
究了赤道波与波之间的相互作用。Boyd14-61研究非线性Kelvin波及利用摄动法从赤道
/l平面浅水模式原始方程组导出小振幅长赤道Rossby波随时间演变满足KdV方程或

者mKd V方程，这表明存在赤道Rossby孤立波。Kindlehl的数值试验指出一般风应力
可激发孤立子，很强的El Niiio一般可产生二或三个孤立波列。Kindle的结果一方面

证实了Boyd纯解析理论 (参见文献[51)的可信性，另一方面又提出新的问题，例如，

有记录以来最强的1982年El Niiio事件，它的强度暗示其可以产生非常强的Rossby

孤立子，那么BoydlslI}小振幅扰动展开得到的解析理论能否应用到中等或者大振幅孤
立波.为解决此问题，Boydlal将文献[51中采用的摄动理论进一步推广到高阶问题，并提
出赤道Modon的概念 然而对于KdV (mKdV)型孤立波是考虑长波近似 (纬向波

数k--0，或者L, /L,+1)的情况，在实际大气中，特别是考虑到大气中存在大振幅
的Rossby波，长波近似严格来讲并不成立。本文利用多重尺度摄动法，从描写赤道

Rossby波的正压大气位涡度方程中推导出非线性赤道Rossby波包演变所满足的非线
性Schrodinger方程，并讨论其包络孤立波解特征。由于包络Rossby孤立子不使用长
波近似，因而更适合于描写大振幅非线性赤道Rossby波。
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2 非线性Schr6dinger方程的导出

    Charneyl9l#"i出，在无凝结潜热释放大气中，热带大气运动是准水平和准无辐散
的，在这种模型中只存在Rossby波而将重力波滤去了。为了使讨论尽可能简单化，我

们采用一个简单模式方程，而不是直接应用复杂的原始方程组。适于描写赤道Rossby
波的正压位涡度方程为

(县一婴手+婴手丫。、二，*望褚二0)=0- } 0)=。，
、“ .少 ux    }}‘少j\ c6

(1)

其中沙为流函数;v2为Laplace算子;吞为Rossby参数且为常数;。名=gH为重力波
速的平方。注意到((1)式中位涡度与在中纬度广泛采用的准地转位涡度9= f+ 02'Y-
z2 o〔其中f /p+RY,A=fu/co)是有区别的。方程(1)可以应用正规渐近展开法
得到{10]，它已滤去了惯性一重力波、混合Rossby一重力波和Kelvin波，而只保留了

Rossby波，因此，利用方程(1)可以更加突出地分析研究赤道Rossby波。因为讨论
热带赤道附近的波动运动，在远离赤道时可以认为波动消失，当Y-土‘时，经向速度

v=0，即相当于取如下边界条件

婴一。， 当，叶士二
U x

(2)

若令

，一(六)，一(x, y，一L(x一Y . ),   }= (UL)O (3)

其中L= }丁/万为赤道Rossby变形半径，无量纲变量带星号表示.将(3)式代人方
程 (1),则得到其无量纲形式为

at 020+ &J(O,p2}’十 (4)

其中

J(a,b)= ￡一U·         2#L2,    v=v’一八 (s)
行刃

-﹄乙

a
一
X

J为Jacobi算子，无量纲参数。相当于赤道Rossby数，它表征非线性的强弱。为了方

便，在上面我们已省略了无量纲方程(4)中变量的星号。Benne尹’」和Yamagata[121最
早获得了中高纬度大气中非线性Rossby调制波所满足的非线性Schrtidinger方程，

Benney把弱切变作为摄动参数来导出基本气流切变中大振幅Rossby波所满足的非线
性Schrodinger方程;Yamagata利用局地Rossby数作为摄动参数。在本文中如果
U=10ms ',g=10ms Z,H=10" m，那么。-0(10-1)为小参数，就很自然地被作为摄
动量。一般情况下要求得(4)式的解析解是很困难的，但是由于非线性项带有小参

数，可以利用多重尺度摄动法来求它的弱非线性解.由于地球大气运动具有多时空尺度

的特征，为此除了快变a (x, Y, t)外，可以引人如下慢时空变f:

  — ~一界盯一----~~-~州0尸-一一一--.
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T,=Et,    T 2=E2 t;      X,=Ex,     X2=E2 X (6)

于是可作相应的变换:
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因此可以把方程 (4)改写为

1(at+错+E2渝)+EY a+哥
  a&/a .  a

一 二一 I二-钾十 石二，，一 十 E

  办 \ex     ex, aX2 )11·[x2 11/+’
OX2
+2与022 aE   aX

、E2{  a+:z2
    \PXi     axVX2+2E3ex,ax,
  /a  .    a . 。a \，

十} ax十￡aX,十“一TX 2一”
(8)

将流函数0分解为纬向平均及其扰动偏差两部分，即

*一fu(s)ds+廖1     Emit/�,‘一，，‘;X1, X2, Ti, T2), (9)

在上面表达式中，

级数形式。将 (9)

    0〔日阶问题:

      Y(o1)=0,

    o(E2)阶问题:

假定基本纬向流仅为Y的函数，扰动流函数已按WKB方法展开为幂
式代人 (8)式得到各阶摄动问题的方程，

(10)

Y(02)=
/a _a 、一。 _，，、日功、

l aT下十“ax下)v一w[一火‘一“r不.

一2(
_a、020 1 ，，二:，、
u- 1 一一 -IW,,V Wt)，
  U兀 /‘再vA l

(11) 
 
+

云

一已

0(8')阶问题

/、:)一(_aaT2·-auax2 w2 0'一(1一u")}X}z一z( aaT,·-a)  a" ax, axax,
  一/01，2    a2,,,',\    'Z axax,)一(aat+u xX鲁+2010,zaxaX2+20202Zaxax,)
    一箫ay 620,+誓a 62 o,ax, 一(a +a. 喘)0202
    一(卜。箫一秘，铲02)一“2，铲01)，
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其中算子r2()定义为

，()一f县十u}.、}2十(1一。浮
                \ 心 己 乙无 I                                                      I人

(13)

显然，01满足的(10)式是线性方程，在方程 (10)中设其谐波解为

              0，二A(X (, X2; TI, T z A)1 Wer(ks- wr) + C.C.,  (14)

其中A为波动的复振幅，它是慢变量的函数，其随时空的演变特征将由高阶近似问题

来确定;k为纬向波数，。为圆频率，。;伽)决定波动的经向结构，C. C.表示它前项的共
扼。将 (14)式代人(10)式就是下面关于。，的方程:

(15) 
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其相应边界条件为。:}，卜，，一0,其中算子L,定义为
      d2

乙1二下，厂一 K-一y一，
        y -

(16)

而6= kW-。为Doppler位移频率。方程 (15)在边界条件下的本征值来确定.方程

(15)与边界条件构成所谓Sturm-Liouville型方程的本征值问题。对于确定的基本风

速i,这是确定的本征值问题，则。、是可以完全确定的本征函数。对于一般的速度廓线

西)，这是一个变系数问题，一般不能够求得解析解 关于纬向基本气流对线性赤道波

动的影响，已有许多详细研究(例如文献!131)。对于不考虑基本气流影响的特殊情况

(即u=0)，那么方程 (15)就退化为Weber方程，该方程的本征值为

一k2一去-2n+ 1,   (n= 0, 1, 2,⋯ (17)

其中。为经向模态数。相应的本征函数为

(Dr(Y)一c。e一rC�e_ ZyzH�(y), (。一。，1, 2,⋯

其中C。是任意常数，H�伽)为。阶Hermite多项式。对于给定n，由(17)

由Rossby振荡频率。的频散关系以及纬向传播的相速度c分别为

        (18)

式易导出自

              k

。=一k2万2n-石，
              1

“二一k2不2n-石.，
(n= 0, 1, 2,: (19)

这就是Matsunoul结果中的一种情况。对于赤道Rossby长波kz O少/z)，则有

                          c(k,n)一。(0,n)-= O(E),                          (20)

(20)式则表明对于满足 ( 19)式的赤道Rossby长波，尽管其波数可以相差较大
O(1);不同波的相速度却相差很小O (E).从而扰动波包将在T̂  O(。一’)时间尺度缓慢

地频散，即弱频散。如果波动振幅也为口(E)，这时将看到弱非线性作用可与弱频散作用

平衡而产生单一驼峰式孤立波。在不考虑基本气流和没有包括任何物理上的强迫作用情

况下，Boyd"'利用摄动法从赤道p平面浅水模式原始方程组导出赤道非线性Rossby孤

丁一 — 一 一一一一一-~，子尸一---一一一一丁百
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立波，当n为奇数时，Rossby波振幅满足KdV方程;当。为偶数时，Rossby波振幅
满足mKdV方程。从Boyd的文章中可以看出，其零阶问题实际上就是长波近似后的
方程组，它已经滤去高频惯性一重力波、混合Rossby一重力波，Kelvin波和短Rossby
波，而只保留了线性、非频散Rossby长波

一 12n+ 1 '   (n-。，1,2,--) (21)

相当于 (19)式中纬向波数k- O。而在一阶或者二阶近似，弱频散性和弱非线性同时

出现导出KdV方程或者mKdV方程。因此，KdV方程或者mKd V方程是在长波近似

下得到的，它描述的是小振幅超长尺度非线性赤道Rossby波。然而，长波近似不仅依

赖于运动的尺度，而且依赖于经向尺度与纬向尺度之比(即L, /Lx- 1)·对于经向尺
度较大的赤道Modons"'来说，长波近似显然是不合适的.
    在O (a)阶问题得出的结论同线性情况完全相同，它只能确定波动的空间结构，而不

能确定波动振幅的演变。尽管在O (a)阶问题的解确定了频率山，但波动振幅的函数

川X,, X2;T,,T2)仍未确定。因此，有必要考虑下一阶近似问题，将 (14)式代人

(I1)式并利用 (15)式，得到

Y ('P2)二
a

8T,
H
L\

+-OA V,4}+(，一u"一:kju)ID, 8A lei(kx  �)
    ax,/ “ c大,」

一鲁L, 4D, )Aze2axx-mr)+c.c 
 
公 

 
L二

dy

弓，1(0AOT,+一斋)一“!，+ikQ(y)A2 e2,(k’一“r)+一 ‘22)牛
u--

 
 
-一

其中

c,=c+
2k2(u- c)2
1一 u,

_ 、 _，d门 一u"、
(j (V)二 心 r月ee l份二丁---- 1

一 ’dy、u- c /
(23)

利用本征函数的正交性对方程 消除长期项，则有

      OA
十 C.- ，一= 认

    。日x,
(24)

其中

·、一+今，I,一2k 2f+。、、，1=丁二几1- u",2 },2 dy (25)

该式表明，在O少)问题，波动振幅A是以。s速度传播。从物理意义上讲。:就是群速
度，这时方程 (22)可变为

                  x(02)= ikQ(y)A2e"(kx-")+c.c..                     (26)

假定方程 (26)有如下谐波解

              w2= B(X,，X2 ; T } , T 2 )D2 (Y )e z+(kx- ad {. c.c., (27)

把(27)式代人(26)式可得到关于中:的方程:

    r .— 一一-一一一一，叮，-一一一一-月 —
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k(1一7)
    自

A'Q(y)
2(u- c)’

(28)卜
及其边界条件(D2}，一t二一0,其中算子L2定义为

L2=
dY2

(2k)2一少2 (29)

    在方程 (28)中可以看出A和B不是两个独立变量，由于A和B都为慢变量

(xi, X2, Ti, T2)的函数，并且B与A2成比例，为简单化起见，显然可以将B取成如
下形式

B= A2 (30)

将 (14)式和 (27)式代人 (12)式，得:

Y*,)_一{[(带+谬):、+(1- u'瓷+2ik(8T一AaX,X,+喘)
  +、(。+，“喘]，，一‘kA·B[(O, a+，鲁)L, 4i2
    一(24)2 dy+鲁)L,，】」}一，+c. c.+ O,

其中A’表示A的共扼。口代表与e士21(k- orr)和e土3i(kx- mf)相联系的其他项
(15)式和 (28)式及 (30)式，则 (31)式可以改写为

50(}G3){   1- u' r_aA-}u-c LaT2+一_8A8X2+ik u- c (c+ 2c,1- u" 一，哮]T,
  ，「中i d/ 口 、. 0

十 1川 -二丁~下一1二尸‘一 1宁 下二~一贾
    L 2  ay、u- c， (u一 c)

0") + c.c.+ Cl.    (32)翻
    事实上，没有必要求解03，利用与(32)式相联系的可解性条件就可以确定波包

振幅A和基本流的演变方程。显然，利用本征函数的正交性对以上方程消除长期项，

则得到振幅A必须满足以下非线性Schrodinger方程:

./ 8A   ,    OA 、.

1l aT2十c9ax2)十“
02A

ox"
+bl AI2 A= o, (33)

其中

    I,        I, _ _f

a=示， ”一亨， 12=kJ
+‘(c+ 2c:一3刃a,Idy

(34)

13一《 l      2刹六              + 0 Q d} ld,(u  c)   2 dy  it- c}  (u' c) dY , Y
a和S分别是所谓的频散系数和Landau常数。在上述推导过程中。已假定u# c,

(15)式、(33)式和(34)式可以完全确定切变基本流中非线性赤道Rossby波包的经

碑一 一~-~，~--~--~---~-~-，甲.
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向结构。(33)式就是描述切变基本流中赤道Rossby波包演变的非线性Schrodinger方

程，它反映了切变基流中非线性赤道Rossby波的特征。仿效Jeffrey和KawaharaE141作
坐标变换

(X:一。J2 )= X,一。RT, 口5)x=)
.

T= T2,

则(33)式化为标准的非线性Schr6dinge:方程.

、8A .   12 A _二 ，.

肺十“TX2十”}”}一A一认 (36)

    (36)式已被深人地研究过(参见文献[15])，当ab<0时，非线性Schr6dinger方

程的渐近解与其相应的线性Schr6dinger方程的渐近解的性质是定性一致的，都为频散
波列。它们的差别在于非线性项的作用是使波包变宽，非线性波列比线性波列频散快

这就是所谓“散焦”或“超线性”频散现象 当a5 > 0并且仁里I A(X, 0)IdX>0.904
时，非线性Schrodinger方程的解由频散波列和若干包络孤立波构成，包络孤立波的个
数和性质由初始扰动状态决定，光滑的初始扰动将其大部分能量贡献给孤立波，极少部

分能量留给衰减的波列。由于:和S的值与扰动波数和基本气流状态有关，故对于一定

的基本流分布，只有某些特定波数的扰动才能产生包络孤立波。当基本气流不存在切变

(u=常数)时，由(23)式可知Q=o，这时由(34)式可知6=0，非线性项消失，因

而非线性Schrbdinger方程就不存在.由此可见，非线性Schr6dinger方程 (36)式成
立的必要条件是基本气流有水平切变。而实际情形，基流的切变总是存在的，故非线性

赤道Rossby孤立波也是经常存在的。我们还注意到，当k- O时，频散系数。和
Landau常数S都消失，这表明方程 (36)并不适于描写非线性超长尺度 (k--0)

Rossby波，这时候就有必要由KdV或mKdV方程来替代非线性Schr6dinger方程[s1
方程 (36)有如下单个包络孤立波解为

A(X, T)=厚、sech M(X- 2asT)exp{i[}X一(}2一、2 )T1} (37)

其中参数M和考分别表示Rossby包络孤立波的振幅和移速，它们的值由A (X, T)的初
始状态来决定 将 (37)式和 (14)式代人 (9)式，可以得到包络Rossby孤立波的

流函数为

*一J Y u(s)ds+厚、sech EM(x- Vt)4D, (y)exp[i(、一。‘)】， (38)

其中

V=。。+2ea},    K= k + e}, 。一(u+ s}cg+ a&Z(}2一MZ ) (39)

    (37)和 (38)两式表明，赤道Ross衍包络孤立波传播速度V等于线性Rossby
波的群速度加上一小修正量，载波波数K等于线性Rossby波的波数k加上一小修正

量，载彼频率n等于线性Rossby波的频率。加上两项小修正量，而且它与波振幅有
关，显示非线性波的特征。这说明赤道大气中Rossby波与切变的基本气流的非线性相
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互作用，可以使大气中形成具有sech形状孤立子。而且这种Rossby包络孤立波是并不

需要长波近似条件的频散波，它可以解释赤道大气中西移Modons最后通过自身能量

频散而崩溃消失。然而，对于KdV和mKd V型Rossby孤立波则必须要求长波近似，

并且它们是具有sech'形状的非频散结构[161，因而在没有包括任何物理上的强迫耗散作
用下，它们是难以解释赤道大气中西移Modons崩溃消失的物理机制。此外，由
(25)式看出，包络孤立波的存在还必须

  1一 d，’

正不兀下wiayr”， (40)创
这表示不能产生正压不稳定[171.事实上，一旦产生正压不稳定，就不可能保持恒定波
型了。

3 结论

    本文利用多重尺度摄动法，从描写赤道Rossby波的正压大气位涡度方程中推导出
在切变基本纬向流中非线性赤道Rossby波包演变所满足的非线性Schrodinger方程，
并得到其包络孤立波解.这说明赤道大气中Rossby波与切变的基本气流的非线性相互
作用，可以使大气中形成Rossby包络孤立子，而且这种孤立波是并不需要长波近似条

件的频散波，它可以解释赤道大气中西移Modons最后通过能量频散而崩溃消失。因

此，赤道Rossby包络孤立子比具有非频散结构的且必须要求长波近似条件的KdV和

mKd V型Rossby孤立波更适合于描写向西移动赤道Motions事件。
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Equatorial Rossby Envelope Solitary Waves
      in a Mean Zonal Flow with Shear

        Zhao Qiang  and  Liu Shikuo
(Department ofGeophysics, Peking University, Beijing 100871)

Abstract   With a simple shallow-water model on an equatorial S-plane, the nonlinear equatorial
Rossby waves in a mean zonal flow with meridional shear are investigated by the asymptotic method of

multiple scales. The nonlinear Schr6dinger equation, satisfied by large amplitude Rossby envelope soli-

tary waves in shear basic flow, is derived. The effects of basic flow shear on the nonlinear equatorial

Rossby waves are also analyzed.

Key words: equatorial Rossby waves; Schrodinger equation; envelope soliton
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