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回溯时间积分格式的有效性研究

游性活 朱 禾 曹鸿兴 P4 }
‘中国气象局API中心，北京 100081) (中国气象科学研究院，北京 100081)

摘 要 采月正压准地转模式作为动力核，用 Rossby-Haurwitz波函数作为理想场 同时

使用回溯时间积分格式和普通中央差格式进行数值试验 结果表明，在短时积分的情况下.

回溯格式能减小数值解误差 卜 2个量级，而且它对时间步长的增大不敏感。因此使用回溯

格式可以减少积分计算量.延长积分时效

关挂词二数值模式;时间积分格式二自记忆;大气预报

引言

    通常时间积分采用二时间层或三时间层格式[1]三时间层格式在起步时先用向前格
式外推一步 (或半步).所以无论二时间层或三时间层格式只用到了一个初始场，从信

息论观点来看，数值积分只用到了一个初始场中的信息，显然所获信息量十分有限。大
气运动是一个连续演变过程，从初始场及其前的观测场中提取更多信息显然对作出准确
预报是十分有用的，我国气象学者已对此作了许多探讨山〕，基于这种观点 我们提出

了与传统数值计算不同的时间积分格式，称之为回溯时间积分格式141该格式能从包含
初始场的若干时次的观测场中，提取信息。文献[4』对此作了简短报导 该文中对线性

平流方程就由正余弦函数组成的理想场用回溯格式和蛙跃格式作了对比计算;结果表

明 回溯格式的计算精度比蛙跃格式高2-5倍

    为了进一步考察回溯时间积分格式的有效性，我们将该格式用到正压准地转模式

电 并运用Rossby-Haurwitz波作为流场，同时使用回溯格式和普通格式进行计算，
以对比分析两者的积分精度。

    大气自忆性方程是一个差分一积分方程，它能包容初始值及其前的观测往值(5)我
们已将它运用到数值谱模式[[6,71和区域气候预测模式[181，取得了令人满意的效果 本文是
将自忆性原理进一步应用到数值模式中，考察由此设计的时间积分格式的有效性.这里

所说的有效性指能确度，时效和计算机耗时三者

Z 原理

不失一般性，大气运动方程可写为

                        Ox 1 Pt= F(x, ;,日， (11
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其中x为物理量 又为参数口(幼 式左边为局地变化项 称为时间项，右边为除局地变

化项外的所育项，称为空间项或源函数

设记忆函数侧r, 1)为空间;和时间t的函数 在希尔伯特空间中定义内积

(厂、)一丁:Ac )g(c )dl-. /、gGL

用此内积对 (I) 式进行变换，运用微积分中的分部积分和中值定理可导得一个差分-

积分方程151

(1(r, t )x(t)一/i(r,t  J, )x(，一，)一 艺[(f(r，、、)一(1(f，)]x", (1,)

一{(3(r, OF(x, a., t)dr=。· (2飞

式中n为回溯阶，初始时次为10 称(2)式为描述大气运动的自忆性方程 若将r(t)

视为预报时欠，则(2)式中第2.第3项代表n+l个时次的局地往值对x(t)的贡献，
称为自忆项;第4项为n+l个气象场F(x, d, r)对x(t)的贡献，称为他效项。一旦用历史

观测资料确定了记忆函数91就可用(2)式来进行积分 称以差分一积分方程(2)为
基础构建的模式为自记忆模式，称(2)式中的F(x, a, t)为动力核。
    为便于分析，选用简单的准地转正压无辐散模式

A一J(O, o}+八 (3)

式中V/为流OT[数，A为水平Laplace算子 J为水平Jacobi算子，/为Coriolis参数·

令9三Di4,运用向前差分△t，二勺*、一t，积分用求和替代，求得关于R的离散差分-
积分方程 ，方程

4一:一，9一，十艺0j衅一艺:月沙.9)一艺衬(沙、众 (4)

式中

“一。=/3(r, t一，)/f(r;. t),

0一[R(r, t十1卜 /i(r, t, )I/ Q(t.，‘)，

，’，=t1 t方(r, 1j ) /声(r，t ),

:，一At, }(r,，)/fl( r，，)，

I二一P，一P+ I一 ‘-

l= 一P、一P + I,·⋯ 0

J二一n，一P十I,⋯ 0

R-v-以t_pl可，为t与t,+!间9的中值 取为前后两个时次的平均值 由千f不随
时间而变，C }riolis涡度项的记忆函数显然应不同于相对涡度项的记忆函数

取f(r;, t，一!)=。，形式上取令 三N,- n，则(4)式变为

“，一甄B为一1:}}J(}Gt,%卜里，E} J(o。力
(5)

运用初始时次前L个时次观测资料用广义最小二乘法求得(5)式中的记忆系数，再用

t_，到t。时刻的前期资料由方程(5)计算t二I时次的变量值，一般L>- 30,见图I
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      图 1 回溯格式中使用多叫次观测资料示意图

p为回溯阶，4为积分步数。L为估计4己忆系数用的样本长度

    采用Rossby-Haurwit:波[191作为流场、取全球范围正方形网格、纬度价和经度/
间隔为匆 = 4i.= 50，初始流函数和涡度分布见图 20纬向和经向格点为

2, ---, 73, j= 1, 2，一，73，东西向令XI=r�、南北边界取固定边界条件
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            图2  Rossby-Hau-且12波初始场
(a)流函数l单位:100 m2 s比 l b)涡度‘单位:10

    积分试脸进行时先算出足够样本长度的Rossby-Haurwitz波流函数和涡度场 然

后估计记忆系数‘1,  1.、Ej。计算中采用历史资料长度L--36，回溯阶p根据文献[a4
采用p=5，一旦求得记忆系数、就可用(5)式作一步积分9: 同时用普通格式对方程
川 进行时间积分，两种格式取相同的初始场及积分范围、格距和时间步长‘普通格式

先解泊松方程求得即 /it，接着 第一步用向前差随后为中央差格式。对回溯格式和
普通格式的积分结果进行对比分析
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3 计算结果分析

3.1 短时积分

    分别取At -- 1. 3, 5, 8,  12, 24 h作一步积分.计算涡度数值解误差 并求出这6
个时次的场均误差的平均值，结果见表1。从表 1看到，对6个时间步长积分一步的平

均绝对误差和均方根误差，回溯格式都比一般差分格式要小 1一2个量级.平均极伯

(最大，最小值)也小1个量级 由此得知，回溯时间积分格式对提高积分准确率的贡

献是毋庸置疑和相当显著的

表 1 涡度数值解误差的6个时间步长平均值 单位

回 溯 格 式

普通差分格式

绝对值误差

0.1783 x 10

02661 x 10

均方根误差

0.1869 x 10"

0 4043 x 10'

均方根误差

  最大值

05292-ICI.

0_1917 * 10

  均方根误差

    最小值

-0.5292 .. 10

-0 1818 x 10

3.2 长时积分

    在积分试验中发现，回溯格式对时间步长△t的大小不敏感，这在表2中可以看

出:回溯格式无论对I h, 1d乃至10d时效，都以一步积分来制作，即时间步长与积

分时效相同 但所取样本则根据积分时效T从初始时次t。往前在Rossby-Haurn itz涡

度场上抽取 如积分时效为10d，则从t。往前取L+p+ 1= 36个间隔为10d的时间截
口，即需有360 d的Rossby-Haurwitz涡度场 对其他积分时效丁采样办法相同 对
普通格式分别用4t -- 1 h, 3 h和6h进行迭代计算，其结果也给在表2 表2中还给出

了普通格式饱用上述一步积分办法所做的结果，虽然这不符合数值积分的常理 但由此

却发现了一些有兴趣的结果 图3给出了两种格式计算的均方根误差曲线10,爬------一
_一，尹一‘一一一一一一一一一一一 10
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        图3 计算的涡度均方根误斧随积分时效的变化‘单位:s-})

                        (a) 5 d以内:(h) 90d以内

盛线:普通差分格式 (△!!I h),实线:回溯格式 ( 步积分1,纵坐标:对数坐标

    在表2中我们看到，对普通格式而言 无论是否一步积分和取时间步长为 1 h.

6h，均在积分时效为24 h时其全场平均均方根误差达到10-4，而4t=3 h时，误差吏
大些 达、0一。也就是说，多次迭代在数学上讲是合理、必要的，可积分效果上并不比
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表z 回溯格式和普通格式在不同积分时效时的均方根误差

Ih

R-11 iH7l1  *0.3063xul'
回溯格式

1一步〕 0.5781x 10-
普通格式

《一步) 0翠
普通格式

(迭代)Ih0.3290x10"
普通格式

f迭代卜〕h

普通格式

!迭代 }6h

3h 一。” 】Zh }24 h 36 h 48 h 呼Zh 120 h 10d 一:0d一911d

31164lo'0.3065x 1o-,0.3072-to'0.304* to-,03 117x to-'0.3128,to,0,翠 0,2998x1,40.30x 1f一:0.3127,I0'一0.3081.t0'
6524100.2835x10"11.3401x I 0 00.6001x to-0.8600" t0-'0.2440,to-0.1660x10"0.2149x 10-0.9'57,to -n0.683-x 10'’o8x I 0
1110610-101049x III ̀0,43x 11一5。(),1(172x t0-'11,21119a t0-"0.3241, 10-40.6532x 10''0.140"* 10-,0,2315, t0-,0 .?198, 10-,0.2220x111'
104510-̀U51}x100.6865xIo(1.1977x1,4(1,2255x 10-40.3'45, to-,0.4169x 10-402998x 10'0.235010-,04114x10'0.5594xl(I'

I1 I0610-̀0.3025x 10-10,7580x t0-.0.1326-lo0.1944X 100{做出
11.2049K I(1'0.9938, 10-50.-04410-,0.179210--0.1163X 10}溢出

1 一

一
注 R-H波渴度场一行表示Rossby-Huurw,t'r波涡度的令场平均值、其余均为积分结果与R-11波渴度场间的均h

      银 误差

  一步积分好‘就:4 h积分而言，普通格式的一步积分甚至比其他3种步长迭代计算的

效果要好，即均方根误差最小 普通格式取At -I 1 h时迭代计算保持稳定，一直到90

d，这是因为它符合差分线性稳定性条件 它的均方根误差一直保持在10}',而普通格
式一步积分的均q根误差积分时效T--72 h时为。.653 2 x 10' 到120 h时增大为

0.140 7 x 10-,，即到5d时普通格式一步数值解的误差增大了 个量级。回溯格式的睛
况则大不相同，在中期积分T- 120 h=5 d范围内，它的均方根误差在101与1J7间
摆动 即小于涡度场(10勺 1-2量级。更令人感兴趣的、或者说令人费解的是，当积

分时效T从 10d一直增加到90 d时均方根误差仍在l0}与10一间摆动 纵观T-

I h. 3h 一，30 d. 90 d 回溯格式的均方根误差始终在l0 ̀'和10-几也就是说它对
时间步长十分不敏感 这表明，在有足够长的历史观测资料情况F 利用回溯时间积分

格式可以大大地力「大时间步长，从而减少计算量且增加积分时效

4 讨论

    在运用回溯格式进行积分试验时，对所有积分时效都用一步制作 这是基于计算和

观念两方面的考虑‘积分迭代法的问题是误差的积累 即使小误差也会随着迭代步数增

加而迅速传播增长，这可能就是表2中在36 h以内普通格式一步积分的均方根误差反

而比多次迭代的坟方根误差小的原因

    对正压涡度方程 (3)用普通格式进行积分时，先用迭代法求解泊松方程 (3),得

到的是量级相对汽、的彻/八，然后用中央差分格式沙”十’一沙"  ' + 2At住少/内尹求出

下一时刻的沙’‘十‘，得到的是较为准确和稳定的价”十‘，这在表2中山二Ih迭代结果中
Pf看出 而回溯格式是用(5)式求出q”冲’，为得到流函数}".’、必须求解泊松方程
娜’1一’=q”一’，这时q的量级为10-0,价量级为109,量级相差很大，用迭代法求解

泊松方程时所得q, ,I’的误差大，以致回溯格式的迭代计算难以继续下去
    数值预报是一种对大气“仿真”的思想 在制作预报过程中我们的基本思想是让计算
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机中母 步迭代得到的要素场与真实大气的尽可能一致，那么最终积分得到T时效的

天气与真实天气也会尽可能相符_而在经验预报、统计预报以及人工智能、模糊集方法

等中往往是用一步法制作，即直接报出明天或下个月的天气或水文要素等、也就是着眼

于报准T时次的天气，至于了时效前的具休变化并不看重 可以说这是一种一预报‘思

想，而非“仿真，’思想 正是基于这样的考虑，加上上述计算上遇到的问题 我们作了

T- 1 h, 3h,⋯、5 d.  10 d,⋯、90 d的一步积分试验。结果表明，用回溯格式即使

对T=90 d(即长达3个月)的积分、其均方根误差也出乎意外地小，这启示我们用回

溯格式可以钊作比普通格式远为长的积分 这为长期夭气预报和短期气候预测提供了

种新思路
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On Efficiency of Retrospective Time Integration Scheme

You Xingtian  and  Zhu He

(TrainigvCcurer, CGiun .ih}reowiogirrrl ddruini.rrrarmn, Beriing川。081)

                Cao Hongxing

(CJuncyc" Acadena时 S1rn"oroiogicoI Srieuee.r. Beg户咐 1000x1)

Abstract    Adapting the barolropical quasi-geoslrophic model as a dynamic kernel and taking

Rossby-Haurv-itz wave as an idealized field, numerical weather forecast experiments were carried out

by means of bcth retrospective time integration scheme and leapfrog one. Results show the former can

reduce the forecast error at 10'一10 "  in comparison with the latter in case of Ih to 24 h lead. Moreo-
ver. the retrospective scheme is little sensitive to the time-step extending. Therefore, the computational

amount for numerical integrations can be saved and valid prediction time can be enlarged when using

the retrospective scheme

Kiev words: no nerical model: time integration scheme: self-memory: weather forecasting


