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摘　要　　在显式半拉格朗日完全平方守恒格式基础上，构造出半隐式半拉格朗日完全平

方守恒计算格式，它继承了显式半拉格朗日完全平方守恒格式的优点，并突破计算不稳定

柯朗条件对时间步长的约束，使时间步长大为增长。此外，还给出这种新的计算格式在一

维原始方程上的应用。
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１　引言

半拉格朗日平流格式，已被广泛用于天气和气候预报和摸拟，这是由于它与欧拉格

式相比在节省计算工作量和计算精度方面有明显优越性。关于半拉格朗日平流格式和

有关问题，早在１９９１年Ｓｔａｎｉｆｏｒｔｈ和Ｃｏｔｅ就有一个很好的评论
［１］。然而，与欧拉格式

不一样，半拉格朗日平流格式普遍存在的问题是，由于内插造成物理量，如总质量、总

能量等缺乏守恒性，这给长时间数值积分带来误差。针对这一守恒性问题，１０多年来，

有不少人致力于这方面的研究［２～６］，他们研究半拉格朗日质量守恒格式的构造，并应用

到二维和三维问题。主要想法是：对于一个流体微团 （用坐标格点表示为格网元）从出

发点移动到标准网格点上，在质量守恒条件下计算这个微团 （格网元）在出发点和到达

点的质量。不同作者对标准网格内质量分布有不同假设，例如逐段常定、逐段线性、逐

段抛物线 （ＰＰＭ）、逐段立方曲线 （ＰＣＭ）等。

本文构造的守恒格式的思路和前面叙述的不同之处在于，本文中的控制方程引入

耗散算子，在每步计算中将多余的物理量，如质量、能量等耗散掉，使之总物理量保持

守恒。

在文献 ［７］中，欧拉空间显式完全平方守恒格式
［８］已被发展和推广到半拉格朗日

空间，并放松对犅算子为正定假定的要求，使格式更为灵活。

但需指出的是，这种半拉格朗日平方守恒计算格式，仅具有理论意义。因为，在此

格式中，对产生重力波的项，例如气压梯度项和辐散 （合）项，仍然取显式格式，这就



限制了时间步长的拉长。

在本文中，我们将研究半拉格朗日平方守恒的半隐式格式。这就可以突破重力波对

时间步长的约束，增大时间步长，节省计算机时间，使格式具有实用性。

本文构造半隐式半拉格朗日平方守恒格式是在显式格式［７］基础上发展，它要用到显

式格式的结果。

半隐式半拉格朗日平方守恒格式的构造分为两部分。笫一部分是针对出发点与到

达点之间的守恒格式构造，称为守恒格式构造；笫二部分是标准等距网格上的平方守恒

量插值到由出发点组成的非等距网格上平方守恒插值的构造，称为守恒插值构造。本文

略去了笫二部分的表述，有兴趣的读者可参见文献 ［７］。

２　显式格式

在拉格朗日空间中，发展方程数值求解问题可归结为如下形式：

ｄ犉
ｄ狋
＋犎犉＝犌，　ｌｉｍ

狋→０
犉＝犉

（０）（狓）， （１）

其中，ｄ犉／ｄ狋是随体微商，非线性的平流项已被吸收进去；犎≡犎（犉，狓，狋）是外力

项，例如气压梯度项和辐散 （合）项等，是重力波产生源。一般来讲，在方程中它表现

为非线性。方程 （１）可时间离散化为

犉狀＋１犼 －犉
狀


τ
＋犃狀犉

狀
 ＝犌

狀
， （２）

其中，上标狀和狀＋１分别表示现在和未来时间层；下标犼表示标准网格点坐标，而

则表示流体质点经过τ时间到达标准网格点犼的出发点坐标；犃狀是算子犎 的空间离散

算子。一般来讲，这个出发点坐标是不规则的。流体质点在出发点的变量，是由标

准网格犼的变量值内插求得。本文不讨论这种内插问题，这是一般半拉格朗日中讨论

的问题。在下面推导中，将 （２）式中源项犌去掉，不失一般性。

为了便于计算，在以下推导中使用了与文献 ［７］中相同的如下符号

（犌，犉）＝∑
犿

犉犿犌犿犺犿 （３）

为两个网格函数的内积。而

‖犉‖＝（犉，犉）
１
２ （４）

为函数犉的范数。

在文献 ［７］中，构造了显式格式，其形式为

（犉狀＋１犼 ）ｅｘｐ＝犉
狀
－τ犃狀犉

狀
－ε狀τ

２犅狀犉
狀
， （５）

其中，下标ｅｘｐ表示为显式解，空间离散化算子犃狀，它应具有反对称性质。而犅是耗

散算子，ε狀是耗散系数，它是在平方守恒条件下，解如下二次方程求得

τ
２
‖犅狀犉

狀
‖

２
ε
２
狀－２［（犅狀犉狀，犉

狀
）－τ（犅狀犉

狀
，犃狀犉

狀
）］ε狀

　＋ ‖犃狀犉
狀
‖

２
－
２
τ
（犉，犃狀犉

狀
［ ］）＝０． （６）

如果离散化算子犃狀具有反对称性质，则上式中的项 （犉，犃狀犉
狀
）为零。解得ε狀为
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ε狀 ＝
犓１

１－
τ
犺
犓（ ）２ ＋ １－

τ
犺
犓（ ）２

２

－
τ（ ）犺

２

犓槡
２
３

， （７）

其中，

犓１＝
‖犃狀犉

狀
‖

２
－
２
τ
（犉，犃狀犉

狀
）

（犅狀犉狀，犉
狀
）

，

犓２＝
（犅狀犉狀，犃狀犉

狀
）犺

（犅狀犉狀，犉
狀
）
，

犓２３＝
‖犅狀犉

狀
‖

２ ‖犃狀犉
狀
‖

２
－
２
τ
（犉，犃狀犉

狀
［ ］）犺２

（犅狀犉狀，犉
狀
）
２

烅

烄

烆
．

（８）

而耗散算子犅定义为

犅狀犉
狀
＝
犃狀珟犉

狀＋１－犃狀犉
狀


τ
， （９）

其中

珟犉狀＋１＝犉
狀
－τ犃狀犉

狀
，

犺表示空间格距。如果离散化算子犃狀具有反对称性质，可证明

‖犃狀犉
狀
‖

２
＝（犅狀犉狀，犉

狀
），

因此，犓１为１。

３　半隐式格式的构造

由上面显式格式可知，在半拉格朗日空间，发展方程 （１）的平方守恒的半拉格朗

日显式计算格式是 （５）式。反过来讲，公式 （５）是满足平方守恒的半拉格朗日计算

格式。这种显式格式，时间步长受到重力波项的制约。为此，必须对重力波项作半隐

式处理。在 （５）式中，重力波项是包含在右端第二项中。这一项表现为非线性项，为

了构造半隐式格式，应在此项中分裂出线性项来［９］，具体操作如下。

由 （５）式，右端加减一项τ犔犉，有

（犉狀＋１犼 ）＝犉
狀
－τ（犃′狀犉

狀
－犔犉）－τ犔犉－ε狀τ

２犅′狀犉
狀
， （１０）

其中，为了后面书写方便，将 （５）式中的犃狀和犅狀算子表示为犃′狀和犅′狀算子；犔犉

是分裂出的线性项，犔是线性算子。与 （１０）式对应的平方守恒半隐式格式可写为

犉狀＋１犼 ＝犉
狀
－τ（犃′狀犉

狀
－β犔狀＋１犉

狀
）－τβ犔狀＋１犉

狀＋１
犼 －ε狀τ

２犅′狀犉
狀
． （１１）

注意线性算子犔是取定为犔狀＋１。β是半隐式可调常数。对上式进行整理，最后平方守

恒半隐式格式写为

犉狀＋１犼 ＝犉
狀
－τ犃狀犉

狀
－ε狀τ

２犅狀犉
狀
， （１２）

其中，

犃狀＝犕犃′狀，　犕＝（犐＋τβ犔狀＋１）
－１，　犅＝犕犅′狀犉狀，

犅′狀犉
狀
＝
犃狀珟犉

狀＋１－犃狀犉
狀


τ
，　珟犉狀＋１＝犉狀－τ犃′狀犉

狀
，

犕是表示矩阵 （犐＋τβ犔狀＋１）的逆矩阵。耗散系数ε狀同前面公式 （６），只不过犃狀的是
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由公式 （１２）定义。注意，在 （１２）式中矩阵犃狀一般不具有反对称性质。

４　半隐式半拉格朗日平方守恒格式在一维正压原始方程上的应

用

４１　基本方程

对于一维正压原始方程

ｄ狌
ｄ狋
＝－

φ
狓
， （１３）

ｄφ
ｄ狋
＝－φ

狌
狓
， （１４）

引入符号＝槡φ，（犝，犞）＝（狌，狏）和散度的如下表示
［５］

狌
狓
＝
１
δ狓
ｄ
ｄ狋
（δ狓）， （１５）

则（１３）～（１４）式变为

ｄ
ｄ狋犝 δ槡（ ）狓 ＝－ δ槡狓

１


狓

φ
２

（ ）［ ］２
， （１６）

ｄ
ｄ狋φ δ槡（ ）狓 ＝－ δ槡狓 φ

２

狓
（狌［ ］）． （１７）

其总能量方程为

ｄ
ｄ狋
狌２＋φ
２ φδ（ ）狓 ＝－


狓

狌φ
２

（ ）２ δ狓． （１８）

对 （１６）和 （１７）式的右端分出一线性项，

ｄ
ｄ狋犝 δ槡（ ）狓 ＝－

１


狓
φ
２

（ ）２ δ槡狓－β０
φ δ槡（ ）狓


［ ］
狓

－β０
φ δ槡（ ）狓
狓

， （１９）

ｄ
ｄ狋φ δ槡（ ）狓 ＝－ φ

２

狓
（狌） δ槡狓－β

０
２

犝 δ槡（ ）狓


［ ］
狓

－β０
犝 δ槡（ ）狓
狓

． （２０）

４２　向量形式

方程 （１９）、（２０）可化为如下的向量形式：

ｄ犉
ｄ狋
＝－［犎（犉）－犔（犉）］－犔（犉）， （２１）

其中，

犎（犉）＝犅

狓
（犆犉），　犔（犉）＝犈


狓
（犌犉）；

矩阵

犅＝

δ槡狓

，０

０，
１
２φ

δ槡

烄

烆

烌

烎
狓

，　犆＝

０， φ
２ δ槡狓

１

 δ槡狓
，

烄

烆

烌

烎
０

，

犈＝
β０，０

０， β
φ０

烄

烆

烌

烎２

，　犌＝
０，　１

１，　（ ）０ ；
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向量

犉＝
犝 δ槡狓

φ δ槡

烄

烆

烌

烎狓
．

４３　守恒格式

应用半隐式半拉格朗日平方守恒格式 （１２）式，（２１）式可写为

犉狀＋１犼 ＝犉
狀
－τ犃狀犉

狀
－ε狀τ

２犅狀犉
狀
， （２２）

其中，

犃狀＝犕犃′狀，

犕＝（犐＋τβ犔狀＋１）
－１，

（）－１为逆矩阵，犃′狀是 （２１）式中算子犎的离散算子。

犅狀犉
狀
＝犕犅′狀，　犅′狀犉狀 ＝

犃狀珟犉
狀＋１－犃狀犉

狀


τ
， （２３）

珟犉狀＋１＝犉
狀
－τ犃狀犉

狀
．

注意，如果线性算子犔取为犔狀，则矩阵 （犐＋τ犔狀）－１每一步都要计算。因为它是在出发

点上计算，这里δ狓是非等距的。注意犔狀＋１犉狀的计算方法，它是将出发点的值移动到

对应的到达点 （标准点）上，再进行计算。类似于平方守恒半拉格朗日显式格式［７］，

在平方守恒条件下，求解方程 （２２）式得到耗散系数为

ε狀 ＝
犓１

１－
τ
犺
犓（ ）２ ＋ １－

τ
犺
犓（ ）２

２

－
τ（ ）犺

２

犓槡
２
３

， （２４）

其中

犓１＝
‖犃狀犉

狀
‖

２

（犅狀犉狀，犉
狀
）
，

犓２＝
（犅狀犉狀，犃狀犉

狀
）犺

（犅狀犉狀，犉
狀
）

，

犓２３＝
‖犅狀犉

狀
‖

２ ‖犃狀犉
狀
‖

２
－
２
τ
（犉，犃狀犉

狀
［ ］）犺２

（犅狀犉狀，犉
狀
）
２

烅

烄

烆
，

（２５）

犺表示空间格距。

４４　具体计算

对 （１９）和 （２０）式时间离散化，有

犝 Δ槡狓＋τβ０
 φ Δ槡（ ）狓


［ ］
狓

狀＋１

＝ 犝 δ槡狓＋βτ０
 φ δ槡（ ）狓


［ ］
狓

狀



－
τ


狓

φ
２

（ ）２ δ槡［ ］狓
狀


－ε狀τ

２犅狀犝 δ槡狓，（２６）

φ Δ槡狓＋τβ０
 犝 Δ槡（ ）狓


［ ］
狓

狀＋１

＝ φ δ槡狓＋β
τ０
２

 犝 δ槡（ ）狓


［ ］
狓

狀



－
τφ
２
狌
狓

δ槡（ ）狓
狀


－ε狀τ

２犅狀φ δ槡狓，　　 （２７）

４．４．１　矩阵 （犐＋犔狀＋１）

为了简化，以下以狀＝５来举例。将 （２６）和 （２７）式左端离散化，
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Δ槡狓
犝犻＋犪（φ犻＋１－φ犻－１

φ犻＋犫（犝犻＋１－犝犻－
［ ］

１

，　（犻＝１，…，５），

其中，

犪＝β
τ０
２Δ狓

，　犫＝β
τφ０
４Δ狓
．

进一步展开，则有

（犐＋β犔狀＋１）犉，

列向量定义为

犉＝ Δ槡狓（犝１，犝２，犝３，犝４，犝５，φ１，φ２，φ３，φ４，φ５）
－１，

而矩阵 （犐＋犔狀＋１）定义为

（犐＋τβ犔狀＋１）＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ 犪 ０ ０ －犪

０ １ ０ ０ ０ －犪 ０ 犪 ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０ －犪 ０ 犪 ０

０ ０ ０ １ ０ ０ ０ －犪 ０ 犪

０ ０ ０ ０ １ 犪 ０ ０ －犪 ０

０ 犫 ０ ０ －犫 １ ０ ０ ０ ０

－犫 ０ 犫 ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ －犫 ０ 犫 ０ ０ ０ １ ０ ０

０ ０ －犫 ０ 犫 ０ ０ ０ １ ０

犫 ０ ０ －犫

烄

烆

烌

烎０ ０ ０ ０ ０ １

４．４．２　列向量犃

向量犃′的元素为

（犃′）犻＝

δ槡狓

，０

０，
１
２φ

δ槡

烄

烆

烌

烎
狓


狓

φ
２

（ ）２

狓
（狌

熿

燀

燄

燅
）
＝ δ槡狓

１


狓

φ
２

（ ）２
１
２φ


狓
（狌

熿

燀

燄

燅
）
≡
犃狀犝

犃狀
（ ）
φ
，

列向量犃′定义为

犃′＝（犃狀犝１，犃狀犝２，犃狀犝３，犃狀犝４，犃狀犝５，犃狀φ１，犃狀φ２，犃狀φ３，犃狀φ４，犃狀φ５）
Ｔ，

其中，（）Ｔ表示转置，而列向量犃定义为

犃＝犕犃′，

其中，矩阵犕是 （犐＋τβ犔狀＋１）的逆矩阵。

４．４．３　列向量犅

列向量耗散算子犅′类似于列向量犃′，定义为

犅′＝（犅狀犝１，犅狀犝２，犅狀犝３，犅狀犝４，犅狀犝５，犅狀φ１，犅狀φ２，犅狀φ３，犅狀φ４，犅狀φ５）
Ｔ，

而列向量耗散算子犅定义为

犅＝犕犅′．

为保证平方守恒，列向量犃′的分量犃狀犝犻，犃狀φ犻的离散形式分别为

犃狀犝犻≡－ δ槡狓
１


狓

φ
２

（ ）［ ］２ ≈ δ槡狓
１

φ
２

（ ）２［ ］
狓

狓

， （２８）
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犃狀犻≡ δ槡狓φ
２
狌
狓
≈ δ槡狓 φ

２
狌［ ］狓狓 ， （２９）

这里

（犃）狓狓 ＝
犃珋犼＋１＋犃珋犼
２

－
犃珋犼－犃珋犼－１（ ）２

１
δ狓犼

＝
犃珋犼＋１－犃珋犼－１
２δ狓珋犼

． （３０）

４．４．４　列向量犅的计算

耗散算子

犅′狀犉
狀
＝
犃狀珟犉

狀＋１－犃狀犉
狀


τ
，

其中

珟犉狀＋１＝犉
狀
－τ犃狀犉

狀
．

而算子

犃狀犉
狀
 ＝ δ槡狓

１


狓

φ
２

（ ）２
φ
２

狓
（狌

熿

燀

燄

燅
）
＝ δ槡狓

１


狓

φ
２ δ槡狓

φ δ槡（ ）狓
φ
２

狓

１

φ δ槡狓
犝 δ槡（ ）

熿

燀

燄

燅
狓

≡犃狀
φ δ槡狓

犝 δ槡

烄

烆

烌

烎狓

狀

，

犃狀犉
狀＋１＝ δ槡狓

１


狓

φ
２

（ ）２
φ
２

狓
（狌

熿

燀

燄

燅
）
＝ δ槡狓

１


狓

φ
２ δ槡狓

珘φ
狀＋１ Δ槡（ ）狓

φ
２

狓

１

φ δ槡狓
珦犝狀＋１ Δ槡（ ）

熿

燀

燄

燅
狓

≡犃狀
φ Δ槡狓

犝 Δ槡

烄

烆

烌

烎狓

狀＋１

，

其中，

δ槡狓



狓

φ
２ δ槡狓

珘φ
狀＋１ Δ槡（ ）狓 ＝

１

４ δ槡狓

φ
δ槡狓
珘φ
狀＋１ Δ槡（ ）狓

犻＋１

－
φ
δ槡狓
珘φ
狀＋１ Δ槡（ ）狓

犻－
［ ］

１

，

φ δ槡狓
２


狓

１

φ δ槡狓
珟犝狀＋１ Δ槡（ ）狓 ＝ φ

４ δ槡狓

１

φ δ槡狓
珟犝狀＋１ Δ槡（ ）狓

犻＋１

－
１

φ δ槡狓
珟犝狀＋１ Δ槡（ ）狓

犻－
［ ］

１

．

以上各节构造出半隐式半拉格朗日平方守恒格式的第一部分———守恒格式。第二部分

———守恒插值，与文献 ［７］中相应部分完全相同，不在此叙述。

５　计算结果

初值给定为

狌＝犝＋狌０ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 ，

犺＝犎＋犺０ｓｉｎ
２π
犔（ ）狓 ，

其中，犝＝１０ｍｓ－１，犎＝８０００ｍ，犔＝６４００ｋｍ，狌０＝０．５ｍｓ－１和犺０＝狌０ 犎／槡 犵。积

分范围是由６４个格点组成的一维区域，空间格距为Δ狓＝１００ｋｍ，时间步长Δ狋给定

为：显示格式为１００ｓ，半隐式格式为６００ｓ。

由表１可见，半隐式半拉格朗日守恒格式与显式的格式一样，总能量可保持到小

数点后１２位有效数字不变化。但细心的读者会发现，小数点后笫１３位数似乎在下降，

３３５　４期 陈嘉滨等：半隐式半拉格朗日平方守恒计算格式的构造



图１　解析解 （实线）、半拉格朗日显式解 （点线）和半拉格朗日半隐式解 （虚线）分别积分３０．５小时后的

高度场纵坐标表示高度值 （单位：ｍ）；横坐标表示距离 （格点为单位）

这意味着总能量有微小的变化。造成的原因可能是耗散系数计算不够精确所致。半隐

式传统格式却只能保持持到小数点后４位有效数字不变化。

表１　半隐式半拉格朗日格式总能量变化列表

步数
半隐式传统格式

（Δ狋＝６００ｓ）

半隐式守恒格式

（Δ狋＝６００ｓ）

显式守恒格式

（Δ狋＝１００ｓ）

０ ０．３０８１３８５１１１８８８７３０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８８７３０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８８７３０００×１０１０

１０００ ０．３０８１１８５９１４８２４７６０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８８０１３００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８８００２００×１０１０

２０００ ０．３０８１１８５９１４８２４７６０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８７２９３００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８７２７３００×１０１０

３０００ ０．３０８１０９０１９７６７４６８５００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８６５７３００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８６５５７００×１０１０

４０００ ０．３０８０９９０９３２２９８６２８００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８５８５０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８５８３２００×１０１０

５０００ ０．３０８０８９４９５９９０４８２５００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８５１３１００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８５１０９００×１０１０

６０００ ０．３０８０７９９４２１１３５６４７００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８４４１３００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８４３９１００×１０１０

７０００ ０．３０８０７０２２５５７２９５１２００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８３６９６００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８３６６０００×１０１０

８０００ ０．３０８０６０９４４３２６６８４５００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８２９６８００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８２９４０００×１０１０

９０００ ０．３０８０５１３４６１９２７８２０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８２２３４００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８２２１７００×１０１０

１００００ ０．３０８０４２０４６２６２４９７０００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８１５２１００×１０１０ ０．３０８１３８５１１１８８１４９３００×１０１０

　　图１分别表示出平方守恒半拉格朗日的半隐式解 （虚线），显式解 （点线）和对应

的解析解 （实线），它们是笫３０．５小时的高度场。由图１可见，半隐式解和显式解的

振幅与解析解非常相近，只是前者有明显的位相落后。

６　结语

本文在半拉格朗日显式平方守恒格式的基础上，构造了半拉格朗日半隐式平方守恒

格式，并对简单的一维重力波方程作了实际计算，与显式格式一样，基本保持总能量守

恒，高度分布也较为合理，波幅与解析解相近。位相落后可能与本文守恒插值中使用线

性插值有关，这有待进一步研究正明。
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