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切变基流中β中尺度扰动的特征波动


张立凤　施连俊

（解放军理工大学气象学院，南京２１１１０１）

摘　要　　利用Ｂｕｓｓｉｎｅｓｑ方程，通过数值计算的方法，讨论了中尺度扰动的特征波动，

发现β中尺度波动 （一对重力惯性波和一支涡旋波）的波谱特征与背景场有关，在基流存

在垂直切变的情况下，三支波动都存在连续谱。随着风切变的增大，连续谱发生重叠。在

连续谱的重叠谱区，谱函数也发生了变化，即扰动结构发生了变化，这一点与α中尺度扰

动的特征波动不同。
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１　引言

中尺度天气系统的发展演变通常与中尺度波动的活动密切有关，而暴雨等灾害性

天气的出现又与中尺度的天气系统的发展有密切关系。因此，为了揭示这些灾害性天

气的发生发展机制，人们对中尺度波动的稳定性研究越来越重视。而要研究波动的不

稳定，必须要对波动的波谱特征和性质有所了解。在大气波动的波谱特征方面，曾庆

存等［１～３］最早对正压原始方程组进行了研究，指出正压大气中只有涡旋波存在连续谱，

并给出了其连续谱的结构，还指出波包的概念可以对连续谱的演化做出正确的描述，

扰动的不同演变特性主要由基流的不均匀性和波动的类别所决定，同时基流的切变对

波长和波包的能量均有着极其重要的影响。张立凤等［４，５］曾对斜压切变基流中横波型扰

动的谱点和谱函数作过数值计算和定性分析，其结果表明基流存在切变时，无论是重

力惯性波还是涡旋波都存在连续谱，当扰动的波长小于临界波长时，可出现两波或三

波连续谱的重叠。当出现重叠谱时，若出现不稳定扰动，其频率的实部落在重叠谱区。

在重叠谱区，重力惯性波只有一个临界层，但涡旋波则可以有２个或３个临界层。无

论是涡旋波还是重力惯性波其连续谱的波包随时间都是衰减的，但涡旋波波包比重力

惯性波波包衰减的要慢。但以上结果仅是针对天气尺度和α中尺度的波动而言，对于β
中尺度的波动，由于其尺度小，非地转性强，其波谱分布及不稳定性质还没有人做过

研究，而β中尺度系统又是与暴雨等中尺度灾害性天气直接有关系的系统，故研究其

波谱和不稳定性质的重要性是不言而喻的。本文在文献 ［４，５］的基础上，对切变基

流下的β中尺度扰动的谱点和特征波动做了进一步研究。



２　数学模型和计算方法

考虑无粘，绝热无摩擦的Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ方程组，并设基本气流珚犝仅是狕的线性函数，

且与狓轴有一个夹角δ，此时则有珔狌＝珡犝ｃｏｓδ，珔狏＝珡犝ｓｉｎδ，这里珡犝为基流的大小，而珔狌

和珔狏分别为基流在狓轴和狔轴上的分量。为简单起见，设扰动沿狓方向传播且在狔方

向是均匀的，则在犳平面内将方程线性化后得到扰动方程组，引入流函数Ψ后，有


狋
＋珔狌


（ ）狓狏＋犳Ψ狕－

ｄ珔狏
ｄ狕
Ψ
狓

＝０，


狋
＋珔狌


（ ）狓θ＋犳Ψ狕

ｄ珔狏
ｄ狕
－犳狏

ｄ珔狌
ｄ狕
－犖

２Ψ
狓

＝０，


狋
＋珔狌


（ ）狓

Δ

２
Ψ－犳

狏
狕
＋
θ
狓
＝０

烅

烄

烆
，

（１）

其中，

（狌，狏，狑，θ）≡珋ρ狌′，狏′，狑′，
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这里 “—”代表基本场，“′＂代表扰动场，θ０是常数位温，犖２、犳也均取为常数。

边界条件为
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这里犎是模式顶高或对流层顶的高度。
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代入方程组 （１），则有
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　　方程组 （４）中，当珔狌＝０，珔狏≠０时，即δ＝９０°或δ＝２７０°时，扰动的传播方向与基

流垂直，其为对称型扰动；当珔狌≠０，珔狏＝０时，即δ＝０°或δ＝１８０°时，扰动的传播方向

与基流平行，其为横波型扰动；当珔狌≠０，珔狏≠０时，扰动的传播方向与基流成δ角，其

为斜交型扰动［６］，实际上对称型扰动和横波型扰动是斜交型扰动的两个特例，方程

（４）还可化成一个变量的方程。
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当珔狌≠０，珔狏＝０，即δ＝０°或δ＝１８０°时，（５）式可写成
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（５）、（６）式中的犠 是垂直运动狑 的振幅，狑＝犠（狕）ｅｉ
（犽狓＋σ狋），由狑＝－Ψ／狓知，

犠＝ｉ犽Ψ。取刚壁边界，方程 （４）或 （５）或 （６）的边界条件为
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　　 （６）式即为文献 ［４］中讨论横波型扰动波谱的方程，分析 （５）和 （６）式可见，

方程都存在三个奇点，分别对应一对重力惯性波和一支涡旋波的临界层。临界层方程

为

σ＋珔狌（狕）犽＝０， （８）

犳
２
－［σ＋珔狌（狕）犽］２＝０． （９）

　　临界层的存在及其高度决定于方程二阶导数前面的系数，而这一系数在犖２为常数

时，只决定于纬向风场、波动频率和地转参数。对斜交型扰动，珔狌≠０，珔狏≠０，此时珔狌＝

珡犝ｃｏｓδ；对横波型扰动，珔狌≠０，珔狏＝０，珔狌＝珡犝。当δ不随狕变化时，两种情况下的基本风

场只是相差一个常数，所以，讨论横波型扰动的波谱特征与讨论斜交型扰动的波谱特

征没有本质的差别。

方程组 （４）或方程 （５）和 （６）与边界条件 （７）均构成了一个特征值问题。σ为

特征值，与其相应的一组非零解为特征函数。若基流存在切变，则方程组 （４）或 （５）

和 （６）均是变系数方程，对其解析求解是困难的。但在基流只是狕的函数时，可用数

值方法求解。在垂直方向 ［０，犎］区间上等距分为狀层，间距Δ狕＝犎／狀，并采用交错

网格，将方程 （４）的第１、２式写在半数层上，第３式写在整数层上。这样离散化后

的代数方程组可以用以下矩阵形式来表示：

σ犡＝犃－
１犘犡． （１０）

　　通过求解矩阵犃
－１犘的特征值和特征向量即可得到原常微分方程特征问题的数值

解。分析该矩阵的全部特征值就可以了解原常微分方程的谱分布。但必须注意的是，

通过离散化得到的矩阵是有限维的，其特征值的个数也必须是有限可列的，当垂直分

层为狀时，计算特征值的个数为 （３狀－１）；而原来问题在频率谱上存在连续谱时，其

连续谱点是无限不可列的。故这种求解方法会将原问题中的连续谱歪曲为计算离散谱，

但当垂直分层越来越多，即狀越来越大时，计算连续谱的谱点会越来越密。故比较取

不同狀值所计算的谱点分布，就可以判断相应的谱点是连续的还是离散的。

３　重力惯性波和涡旋波的波谱特征及波谱重叠条件

文献 ［４］已对横波型扰动特征波动的谱点做了定性的讨论。特别需要指出的是，

这里的波谱均指频率谱，其连续也指频率谱连续，在犖２为常数的情况下，本文的斜交

型扰动模型同样可得到类似的结果，只是这里的珔狌为基流的纬向风，珔狌＝珡犝ｃｏｓδ，因本

文中δ不随高度变化，故δ的不同只改变基流的纬向风的大小，故仿照文献 ［４］可得
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出下列结论。

设珔狌在区间 ［０，犎］上的最大值为珔狌ｍａｘ＝珡犝ｍａｘｃｏｓδ，最小值为珔狌ｍｉｎ＝珡犝ｍｉｎｃｏｓδ，若σ

满足：

珔狌ｍｉｎ犽＜σ＜珔狌ｍａｘ犽， （１１１）

珔狌ｍｉｎ犽－犳＜σ＜珔狌ｍａｘ犽－犳， （１１２）

珔狌ｍｉｎ犽＋犳＜σ＜珔狌ｍａｘ犽＋犳， （１１３）

则满足 （１１１）式的σ对应的是涡旋波的连续频率谱，满足 （１１２）和 （１１３）式的σ

分别对应的是逆基流传播的重力惯性波和顺基流传播的重力惯性波的连续频率谱。在

三支波动的频率谱都是连续的情况下，连续谱可发生重叠，其条件如下：

若波长犾满足

犾＞犾０， （１２）

其中，犾０＝２π／犽０，犽０＝犳／（珔狌ｍａｘ－珔狌ｍｉｎ），则重力惯性波和涡旋波的波谱不发生重叠。

若波长犾满足

犾０／２＜犾＜犾０， （１３）

则出现逆、顺基流传播重力惯性波分别与涡旋波发生两波波谱的部分重叠。

若波长犾满足

犾＜犾０／２， （１４）

则出现一对重力惯性波和涡旋波三支波动波谱的重叠。

表１　不同波长发生连续谱重叠时对应的

纬向风的临界风切变 （１０－４ｓ－１）

水平波长 ２００ｋｍ １５０ｋｍ １００ｋｍ ５０ｋｍ

两波重叠

三波重叠

３．１８３

６．３６６

２．３８７

４．７７５

１．５９２

３．１８３

０．７９６

１．５９２

　　由以上公式可看出，重力惯性波与涡

旋波的波谱是否发生重叠，与基流的垂直

切变、地转参数和波动的水平尺度有关，

而与环境场的层结稳定度无关。在中纬度

（纬度４５°），β中尺度波动发生两波连续谱

或三波连续谱重叠时，垂直风切变和水平

波长的关系如表１。

从表１可看出，波长越短存在重叠谱所要求的垂直风切变越小，即出现重叠谱的条件

越低，对水平波长为２００ｋｍ的扰动，当纬向风的垂直风切变小于３．１８３×１０－４ｓ－１时，

不发生波谱的重叠；当纬向风的垂直风切变大于３．１８３×１０－４ｓ－１，而小于６．３６６×１０－４

ｓ－１时，逆、顺基流传播的重力惯性波分别与涡旋波发生两波波谱的部分重叠；当纬向

风的垂直风切变大于６．３６６×１０－４ｓ－１时，两支重力惯性波和涡旋波的三支波谱发生重

叠，此时已没有单纯的涡旋波的连续谱了。可见，在固定波长和纬度的情况下，纬向

风的垂直风切变对波动频谱能否发生重叠起了决定的作用。

４　计算β中尺度频率谱及扰动结构分析

本文用求矩阵特征值和特征向量的ＱＲ方法
［７］求解方程 （１０）中的实距阵犃－１犘，

数值计算中垂直分层为５０，即狀＝５０，这样可计算出１４９谱点。其主要参数取为：基流

在垂直方向为线性切变，即珡犝＝珡犝０＋珡犝１狕，取珡犝０＝０，珡犝１为基流的垂直切变，水平波

长为犾＝２００ｋｍ，犳＝１×１０－４ｓ－１ （相当于纬度４５°），下文的计算结果都是取δ＝０，即
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考虑横波型扰动的特征，对于斜交型扰动只要取纬向风为珔狌＝珡犝１狕ｃｏｓδ为纬向风即可。

４１　无重叠谱时谱点分布及谱函数

取垂直风切变为１×１０－４ｓ－１，犖２＝６．２５×１０－８ｓ－２，这时犚犻＝６．２５，不出现频谱

的重叠，计算出的１４９个谱点的分布见图１。一对重力惯性波和一支涡旋波在其频谱上

图１　特征波的计算谱点分布

纵坐标为波动传播频率，单位：１０－５ｓ－１；横坐标为计算谱点数

（犾＝２００ｋｍ，珡犝狕＝１×１０－４ｓ－１，犖２＝６．２５×１０－８ｓ－２）

是明显可分的，具体分布特征为：第

１～４９个谱点满足 （１１２）式，对应

的是逆基流传播的重力惯性波的连续

谱，５０～１００个谱点满足 （１１１）式，

对应的是涡旋波的连续谱，１０１～１４９

个谱点满足 （１１３），对应的是顺基

流传播的重力惯性波的连续谱。从频

率上看，重力惯性波和涡旋波是明显

可分的。

图２和图３分别给出了重力惯性

波和涡旋波的谱函数。从结构上可看

出其与文献 ［５］给出的水平波长为

５０００ｋｍ的扰动结构非常相似，分析

其原因可知，虽然此时水平波长较小属于β中尺度系统，但由于风切变很小，在基流

为线性切变的情况下，使得平均犚狅数也很小，此时的犚狅＝０．０５远远小于１，所以，

图３给出的涡旋波的结构也是准地转的，故与在较大风切变情况下的天气尺度的扰动

结构相似。

４２　出现重叠谱时谱点分布及谱函数

４．２．１　两支波动波谱重叠时的谱点分布和谱函数

由表１可知，当风切变大于３．１８３×１０－４ｓ－１，波长为２００ｋｍ的扰动就会出现重力惯

性波频谱和涡旋波频谱的部分重叠。图４为风切变取４×１０－４ｓ－１、犖２＝５．６２５×１０－７ｓ－２，

犚犻＝６．２５计算出的谱点分布。由图４可见，这时计算出的１４９个谱点已不能明显地分为

三段，而是连成一线，按上节给出的公式，可知各计算谱点与波动性质的关系如表２。

表２　二支波连续频率谱重叠时计算谱点数与波动性质的关系

计算谱点数 １、１４９ ２～４１ ４２～５９ ６０～９０ ９１～１０８ １０９～１４８

波动性质

分别对应

两支重力

惯性波的

离散谱点

逆基流传

播的重力

惯性波的

连续谱　

逆基流传播的重力

惯性波的连续谱与

涡旋波连续谱重叠

的谱区

涡旋波的

连续谱　

顺基流传播的重力

惯性波的连续谱与

涡旋波连续谱重叠

的谱区

顺基流传

播的重力

惯性波的

连续谱　

　　由于出现了连续频率谱的重叠，使得从频率上已不能区分重力惯性波为快波，涡

旋波为慢波了，而这时从谱函数上是否还能区分，即重叠谱区的谱函数特征是人们关

心的问题。

仔细分析重叠谱区每个谱点对应的谱函数可发现，在重叠谱区的第４２、４４、４６、

４８、５０、５２、５３、５５、５７个谱点对应的结构与第４３、４５、４７、４９、５１、５４、５６、５８、

５９个谱点对应的结构不同，前者与重叠谱区外重力惯性波的结构相同，都存在一个重
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图２　重力惯性波的谱函数

纵坐标为高度，单位：ｋｍ，横坐标为特征向量的相对大小

（对应于１０，１５，２０，２５，３０个计算谱点，参数同图１）

（ａ）流函数；（ｂ）犞场

图３　涡旋波的谱函数 （对应于６０，６５，７０个计算谱点，说明同图２）

力惯性波的临界层，且这９个谱点与前面４０个谱点正好组成了重力惯性波的连续频率

谱，而后者既与重叠谱区外的重力惯性波结构不同，也与重叠谱区外的涡旋波的结构

不同，在其谱函数上存在两个临界层，一个对应的是逆基流传播的重力惯性波的，一

个对应的是涡旋波的。同样，在顺基流传播的重力惯性波和涡旋波的连续谱重叠区也

存在这样两类谱函数，第９３、９５、９７、９８、１００、１０２、１０４、１０６、１０８九个谱点其谱
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图４　特征波动计算谱点分布 （说明同图１）

（犾＝２００ｋｍ，珡犝狕＝１×１００－４ｓ－１，犖２＝６．２５×１０－８ｓ－２）

函数与１０８至１４８这４０个谱点组成

顺传重力惯性波的连续谱，而重叠谱

区的其他谱点也存在两个临界层。图

５给出了重叠谱区的流函数和犞场的

结构。图５ａ、ｃ对应的谱点数为４２，

４４，４６，４８，５０，图５ｂ、ｄ对应的谱

点数为４３，４５，４７，４９，５１。重叠谱

区外的谱函数同纯重力惯性波和涡旋

波 （图略）。从图５可见，在重叠谱

区，谱函数可分为两类，一类具有一

个重力惯性波的临界层，另一类同时

具有重力惯性波和涡旋波的两个临界

层，在重叠谱区之外，其结构仍同不重叠时的情景。

４．２．２　三支波动频率谱重叠时的谱点分布和谱函数

当风切变大于６．３６６×１０－４ｓ－１时，对于２００ｋｍ波长的扰动可出现两支重力惯性波

和一支涡旋波三支连续频率谱的重叠。若取风切变为７×１０－４ｓ－１，犖２＝３．０６２５×１０－６

ｓ－２，犚犻＝６．２５计算出的１４９个谱点与波动性质的关系表３。

表３　三支波连续频率谱重叠时计算谱点数与波动性质的关系

计算谱点数 １、１４９ ２～２４ ２５～６９ ７０～８０ ８９～１２５ １２６～１４８

波动性质

分别对应

重力惯性

波的一对

离散谱点

重力惯性

波的连续

谱区　　

逆基流传播的重力

惯性波的连续谱与

涡旋波连续谱重叠

的谱区

一对重力惯性

波和涡旋波的

三波连续谱的

重叠谱区

顺基流传播的重力

惯性波的连续谱与

涡旋波连续谱重叠

的谱区

重力惯性

波的连续

谱区　　

　

　　图６给出了三支波连续频率谱重叠区的谱函数。图７为逆传重力惯性波与涡旋波

两支波连续频率谱重叠区的谱函数。图８是顺传重力惯性波与涡旋波两波连续谱重叠

区的谱函数。

对不同的风切变计算后，仔细分析发现，随着风切变的加大，重叠谱的范围增大，

在两波重叠谱区其结构总能分成两类，一类具有一个重力惯性波的临界层，一类同时

具有重力惯性波和涡旋波的两个临界层。而在三波连续频率谱重叠区，其结构虽然也

能分三两类，但与文献 ［５］的α中尺度的情况不同，在那里一类谱函数具有逆传重力

惯性波的一个临界层；另一类具有顺传重力惯性波的一个临界层；第三类同时具有三

个临界层，其分别对应的是逆传、顺传重力惯性波和涡旋波的。而对β中尺度扰动，

三波重叠区的三类谱函数的结构是，一类具有一个临界层，对应的是逆传重力惯性波

的；另一类具有三个临界层，对应的是逆传重力惯性波和顺传重力惯性波的和涡旋波

的，但重力惯性波临界层处的振幅比涡旋波的要大；第三类也具有三个临界层，但与

第二类明显不同的是涡旋波临界层处的振幅比重力波的大。

文献 ［５］曾指出，对于较大的α中尺度的扰动，虽然重力惯性波和涡旋波的频率

谱可以发生重叠，从频率谱分布上已不能区分重力惯性波为快波，涡旋波为慢波了，

但从谱函数的结构上还是可区分的，只是随着连续谱的重叠，重力惯性波的结构没有

５９５　４期 张立凤等：切变基流中β中尺度扰动的特征波动



图５　重叠谱区的谱函数 （说明同图２）

（ａ）、（ｂ）流函数；（ｃ）、（ｄ）犞场；

（ａ）、（ｃ）的计算谱点数为：４２，４４，４６，４８，５０；（ｂ）、（ｄ）的计算谱点数为：４３，４５，４７，４９，５１

发生变化，而涡旋波的连续谱却是由一个临界层和两个 （或三个）临界层的不同模态

组成。对于较大的β中尺度扰动，从以上的计算结果看，在三波连续频率谱重叠区，

如果将重力惯性波临界层处的振幅比较大的模态归为重力惯性波，涡旋波临界层处的

振幅比较大的模态归为涡旋波，那么此时谱函数发生变化的不仅是涡旋波，还有顺基

流传播的重力惯性波，即此时的涡旋波和顺基流传播的重力惯性波与经典的涡旋波和

重力惯性波已不同，这时的涡旋波也有重力惯性波的特征，而顺基流传播的重力惯性

波也有了涡旋波的特征。
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图６　三波连续谱重叠区的谱函数 （说明同图２）

（ａ）、（ｂ）、（ｃ）为流函数，图ａ的计算谱点数为：７１，７３，７６，图ｂ的计算谱点数为：７０，７２，７５，７８，８０，

图ｃ的计算谱点数为：７４，７７，７９；图ｄ、ｅ、ｆ为犞场 （计算谱点数分别同ｂ、ａ、ｃ）。

犾＝２００ｋｍ，犝狕＝７×１０－４ｓ－１，犖２＝３．０６２５×１０－８ｓ－２
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图７　逆传重力惯性拨与涡旋波两波连续谱重叠区的流函数 （参数同图６）

（ａ）计算谱点数为６１，６３，６５，６７，６９；（ｂ）计算谱点数为６０，６２，６４，６６，６８

图８　顺传重力惯性拨与涡旋波两波连续谱重叠区的流函数 （参数同图６）

（ａ）计算谱点数为１２５，１２３，１２１，１１９，１１７；（ｂ）计算谱点数为１２４，１２２，１２０，１１８，１１６

５　结语

本文在文献 ［４，５］的基础上进一步讨论了β中尺度扰动的波谱特征，得到如下

主要结论：

（１）基流存在切变时，对横波型或斜交型的β中尺度扰动，无论是重力惯性波还
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是涡旋波，其频率谱都存在连续谱。

（２）随着风切变的增大，连续的频率谱可发生重叠，可表现为两支连续谱的重叠

或三支连续谱的重叠。

（３）连续谱是否发生重叠与纬度、波动的水平尺度和风切变有关。

（４）在两波连续谱的重叠谱区，谱函数可分为两类；在三波连续谱的重叠谱区，

虽然谱函数仍可分为三类，但这三类的结构与α中尺度的不同，而分别是具有一个临

界层和三个临界层。具有三个临界层的谱函数又分为两类。

本文只是在线性风切变下，讨论了β中尺度扰动的波谱特征，且只是对β中尺度的

高端波长为２００ｋｍ的扰动进行了计算，对于更小尺度的扰动和更广泛的情况还没有进

行研究。这也启发我们联想到此时是否类似于热带地区，存在重力惯性波和涡旋波的

混合波，热带地区大气运动是非地转的，由于β的作用存在混合波，而对β中尺度波

动，在风随高度呈线性变化时，较大的垂直风切变，会使犚狅数很大，使波动是高度非

地转的，那么在风切变的作用下，随着扰动尺度的进一步减小或垂直风切变的进一步

增大，中纬度地区是否也存在混合波？这时中尺度不稳定的性质如何？这是人们最关

心的问题，但随着尺度的减小或垂直风切变的增大，重力惯性波和涡旋波临界层的距

离减小 （

Δ

狕＝犳／犽珔狌１，参见文献 ［５］），这样在数值计算中必须增加垂直分辨率，而垂

直分辨率的增加又会造成矩阵的病态，影响计算精度，故对此问题的进一步研究，还

是有一定的困难的。尽管如此，为揭示中尺度天气的发生发展机制，了解中尺度不稳

定的性质，进一步对其波谱特征进行研究是非常必要的。
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