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摘 要 作者就大气数值模式动力框架发展的几个问题做了回顾和展望。关于模式地形的处理，讨论了“地形追

随”（terrain-following）坐标和“台阶地形”（step-mountain）η坐标的优点、问题和对策。关于物理量守恒格式的构

造，回顾了从“瞬时”守恒到隐式、显示和半隐式完全（包括时间离散）守恒格式的发展和近况，介绍了加速非线

性全隐式问题迭代收敛的途径。还讨论了半拉格朗日守恒格式的构造问题。最后，对目前广泛使用的全球谱模式，

讨论了其长处、局限和发展前景，并简单介绍了谱元方法。
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Abstract An overview of some numerical aspects of the dynamic framework for NWP model is presented. On modeling
orography，the merits，problems and remedies of terrain-following coordinate and“step mountain”（η）coordinate are
discussed. The development of conservative schemes from“transient”schemes to full（including temporal discretization）

conservation for implicit，explicit and semi-implicit schemes is reviewed and that for semi-Lagrangian schemes is also
discussed. Some recent progress of accelerating the iteration for non-linear implicit problem is introduced. Finally，the
present status and outlook for the widely used global spectral model is addressed and a brief introduction to spectral-
element method is given.
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1 引言

作为气象科学直接应用于实际天气预报，服务于

我国国民经济建设和国防建设的重要学科分支———数

值天气预报，其科研和业务发展，在近半个世纪取得

了巨大的进步。多年以来，叶笃正先生一直以极大的

热情，关注、支持并指导它的发展，他大力倡导业

务、科研和教育部门的联合攻关，引导中国科学院大

气物理研究所的科研人员直接投身于数值预报业务系

统的研发和建设；他强调为了加速赶上国际先进水

平，要学习、吸收国外在该领域的最新成就，先是

“拿来主义”，进而创新、发展成有我国特色的业务系
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统。为此，叶笃正先生曾广泛推荐各单位的数值预报

工作者，去 ECMWF 和 GFDL 等国际一流的学术和业

务机构，实地考察和合作研究。特别值得一提的是，

叶笃正先生的不少研究直接或间接地指导数值预报发

展，例如，关于青藏高原的动力、热力作用［1，2］，适

应理论和大气频散理论（如整层辐散对超长波的作

用），关于风场和气压场的平衡关系［3］及其在中、小

尺度和低纬度运动中的应用等。还应指出，在 1972
年我国数值预报工作还处于低谷时期，叶笃正先生曾

撰写论文［4］，全面介绍了国内外数值模式的进展，内

容几乎涉及有关的所有方面，并对—系列问题，发表

了前瞻性的意见，例如，各种物理因子影响大气的时

间尺度，运动和加热因子的相互作用，差分格式的物

理意义，垂直分层的动力学依据，海气相互作用等，

尤其是强调提出顾震潮先生开拓的历史资料［5］在改进

资料分析中的重要性。这些，在今天读来仍很受启

发。

为了祝贺叶先生的九十华诞，我们撰此小文表示

敬意。数值预报是边缘学科，涉及面很广，这里仅回

顾其中一、二问题，着重叙述中国科学院大气物理研

究所开展较多的工作，希望“温故”而有所“知新”。

2 数值模式中地形处理问题

数值模式中考虑地形的动力和热力作用是很重要

的。青藏高原对我国天气气候有重大影响，在模式中

处理好地形作用，更有其特殊意义。不论把山脉看成

阻滞气流的巨大障碍物，或者看成是矗立在对流层中

的热岛或水汽供应地，首先遇到的问题，是如何描写

起伏的地形和不规则的计算区域。与此联系的是垂直

坐标的选择和边界条件问题。

高度 Z 是直观、自然的垂直坐标。设大气顶高

度为 Z = Z t，地形为 Z = Z*（ x， y），则上下边界条

件可取为

w = 0， Z = Z t，

w = w* = V*·

Δ

Z*， Z = Z*
{ ，

（1）

上式即为“刚体”边界条件。

对于广泛应用的 p 坐标，（1）式相应的边界条

件成为

ω = 0， p = p t，

ω =∂
p*
∂t + V*·

Δ

p* p = p*{ ，
（2）

其中，ω = dp /d t， p* = p*（ x ， y，Z*， t）为地面

气压。

（1）和（2）式应是在地面 Z*上计算的。此外，

在大气低层，坐标面不连续，这当然很复杂。

2.1 归一化（“地形追随”）坐标

1957 年， Phillips［6］ 提 出 σ 坐 标， 即 归 一 化

（p / p*）的坐标。地形与最低的坐标面相重合，且具

有 ·σ= 0（当σ= 1）的齐次边界条件。上述问题迎刃

而解。此后，σ坐标及其变形在各类大气数值模式中

广泛应用。类似地，“归一化”的思路可用于高度

Z［7］或位温θ［8］。近年来，这类坐标常统称为“地形

追随坐标”（terrain-following，下文简称 T-F 坐标）。

在实践中，人们很快发现 T-F 坐标产生的问题。

最早提出和研究最多的是地形区气压梯度力的计算问

题［9 ～ 11］。

当由 p 坐标变为地形σ坐标时，相应 x 方向的气

压梯度力项则由（∂φ/∂x）p 变为两项，即（∂φ/∂x）σ +
（RT∂lnp* /∂x）σ ，其中 p*为地面气压，在有地形时，

当 1/ f（∂φ/∂x）p 大小相当 10 m·s- 1 的地转风，而地

形坡度为 10- 3时，1/ f（∂φ/∂x）σ≈102 m·s- 1，要大一

个量级，（RT∂lnp* /∂x）σ 项也如此。该两项的符号相

反，大小相近，这就是通常所说的大量小差，计算误

差较大。为此，在σ坐标中对该项的计算方案给予特

别的关注，其处理方法大体有如下三种。

（1）设计协调的差分格式：例如，Corby［12］给出

的差分格式为

∂φ
∂x + RT∂

lnp*
∂x =-φ

x
x + R-Tx

（lnp*）
x

x . （3）

对温度廓线为 T（ p）= A lnp + B 的理想大气（ A，B
为常数），引入静力关系有

φ（p）=φ0 + 1
2 RA［（lnp0）2 -（lnp）2］+

RB（lnp0 - lnp）， （4）

容易证明，将（4）式代入（3）式，左端的微分和右

端的差分都为零，这表明（3）式右端两项的差分格

式是协调的。

（2）插值（反插到 p 面）法［13］：插值法就是在

用差分方法计算气压梯度力项时，由计算点周围四点

及其上下层的位势高度，用某种插值（如拉格朗日气

压对数二次插值）分别插到计算点所在的同一 p 面

上（又回到 p 坐标），得出周围四点的位势高度，再

用中央差分计算出∂φ/∂x（或∂φ/∂y），这种方法效

果不错，但比较费时。

（3）扣除法：假定模式大气的变量φ，T 可以表

示为

φ（x，y，p，t）=-φ（p）+φ'（x，y，p，t），

T（x，y，p，t）=-T（p）+ T'（x，y，p，t），
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① 个人通讯。

其中，-φ，-T 是仅为气压函数的基本量（参考大气，

大量），φ' ，T' 为扰动量（小量），这时气压梯度力项

可以表示为两部分：

∂φ
∂x + RT∂

lnp*
∂x = ∂

-φ
∂x + R-T∂lnp*

∂( )x +

∂φ'
∂x + RT'∂lnp*

∂( )x
， （5）

如果能给出-φ，-T 的表达式，使其满足（∂-φ/∂x +
R-T∂lnp* /∂x≡0），则（5）式变为

∂φ
∂x + RT∂

lnp*
∂x =∂φ'∂x + RT'∂lnp*

∂x . （6）

这时，气压梯度力项中不再出现（扣除了）基本量的

计算误差，也避免了大量小差的问题，从而提高了精

度。这种静力扣除（或标准层结扣除）方案，首先由

曾庆存［14，15］提出，他引入了一个表征大气层结状态的

参数 C0，其定义为C2
0 = R（R-T / cp -∂-T /∂lnp），若 C0

给定，并假定参考大气满足静力关系，则可以得到

-φ，-T 的表达式，并使其微分形式的气压梯度力为

零。这种扣除方法在差分模式［16］得到应用，陈嘉滨

等［17］、纪立人等［18］和 Simmons 等［19］又将其引入谱模

式中，都得到很好的结果。特别是谱模式，前述第

（1）、（2）两种方法难以应用，只是在引入扣除法后

气压梯度力的计算得以改善。谱展开中常见的“负地

形”现象也大为缓解。C0 可以取为常数，也可以根

据标准大气资料确定一个随高度变化的C0（ p）［20］，或

由初始场资料确定 C0（ p）［21］，还可以将 C0 推广为

C0（p，φ），即高度和纬度的函数，进一步提高扣除效

果。此外，钱永甫等［22］对这个问题也进行了一系列

研究，特别是根据差分变换原理，提出了“差微差”

（DDD）法进行计算。

实际上，由坐标转换带来的计算问题不仅表现在

气压梯度力，又如，温度水平扩散

A（

Δ

2 T）p = A（

Δ

2 T）σ - A ∂T
∂lnσ

Δ

2 lnp* + ⋯， （7）

如仅计算上式等号右端第一项，则在山顶地区会产生

持续的增温，且低层大于高层，使大气层结趋于不稳

定，往往出现虚假的降水。因而在σ面上计算水平

扩散时，要考虑（7）式等号右端其他项，至少是第

二项。

还有水平平流项，例如，在二维绝热场合，笛卡

坐标中位温θ的个别变化为

dθ
d t = u∂θ

∂x + w∂θ
∂z . （8）

而在（x，y， ẑ）坐标中，则有

dθ
d t = u ∂θ

∂( )x ẑ
+ ŵ
∂θ

∂̂z
， （9- 1）

或

dθ
d t = u ∂θ

∂( )x z
+ u ∂z
∂( )x ẑ

∂θ
∂[ ]z +

w∂θ
∂z - u ∂z

∂( )x ẑ

∂θ
∂[ ]z ， （9- 2）

这里， ẑ 是高度 z 的 T-F 坐标， ŵ = d ẑ /d t。由（9- 2）

可以看出，（9- 1）式等号右端两项中实际包含相同但

符号相反的项。若要求按（9- 1）计算 dθ/d t 结果与

笛卡坐标的（8）式一致，（9- 1）两项的计算应有相

同的截断误差。例如，计算 ŵ（大气低层 ŵ≈ w -
uZ* x）时，其水平差分的格式和精度应与（9- 1）等

号右边第一项相同。Klemp 等［23］用标准钟形地形背风

重力波的解析解和数值解，证明气压梯度力项和平流

项，若对坐标变换的两项，采取不同精度差分，会导

致虚假的源，并破坏计算结果的合理性。

地形追随坐标是非正交坐标系，它对计算的影响

研究不 多。首 先，是 坐 标 轴 转 动 而 带 来 的 曲 率 项

（metric）。例如，对于二维钟形地形 h（ x）= H /（1 +
x2 /a2）（图 1），x 轴方向是不变的，而 ẑ 轴是变动的，

因为 dk /d t（k 为 ẑ 方向的单位矢量），u 预报方程应

有曲率项。对于小尺度地形［24］，取 H = 400 m， a =
1000 m，则在山顶处，曲率半径 r = 1.25 × 103 m［ r
= |（1 + h'）3/2 /h" |］，若O（u）= 10 m·s- 1，则曲率项

u2 / r = 10- 1 m·s- 2。在半拉格朗日模式中，当地形陡

峭，按 u， ŵ 找上游点也会有一定误差。此外，对于

σ（ = p / p*）类坐标，因为 p*（ x， y， t）本身也是

预报量，其误差也会影响计算结果。陈德辉等①研究

了这 个 问 题 ，比 较 了 同 一 模 式 不 同 坐 标（σ和ẑ ）并

图 1 钟形地形示意图

Fig. 1 Schematic diagram of a bell-shaped orography
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作了个例模拟，结果表明， ẑ 坐标在某些方面要明显

优于σ坐标。上述这些问题，对于中、小尺度地形，

特别是陡峭地形，可能应该予以考虑。

2.2 η坐标

针对地形追随坐标（σ）中计算气压梯度力的困

难，Mesinger［25］提出另一类地形处 理 方 法，即 所 谓

“台阶地形”（step-mountain），或η坐标：

η =
p - p t

p s - p t
ηs，

ηs =
p rf（Z s）- p t

p rf（0）- p t









 ，

（10）

其中，下标 s、t 分别表示地面和模式大气顶，“rf”
表示参考大气。需要指出，曾庆存①在 1982 年提出过

一种修正的σ，与η坐标基本一致。

① 个人通讯，1982。

（10）式中，当ηs = 1，η即为σ坐标。η坐标面

是准水面的。由（10）式不难看出，如果实际大气层

结与参考大气相同 p = p rf，因而p s = p rf（Z s），η退化

为 p 坐标。当然不论地形多陡峭，不存在

Δ

φ计算的

“大量小差”问题。在一般情形下，大气 p 场并非

p rf，此时，

Δ

pφ=

Δ

ηφ+（RT / p）

Δ

ηp 也分为两项，但

η面仍然准水平，因而，
Δ

ηφ不会因为地形陡峭而变

得很大。

Δ

pφ也不会成为两个大项的差。这是η坐

标的特点和优点。

显然，准水平的坐标面会与地形相割，因而要给

定内（侧）边界，为计算方便还要修改模式地形，使

网格与地形重合。由于地形不再与坐标面重合，大气

下边界一般不再有 ·η= 0。如将模式地形修改成台阶，

大气下界地形成为 Z = Z s 常数的平台，平台上有

η=ηs常数，即为坐标面，因而有η=ηs， ·ηs = 0。

综上可见，同σ类坐标相比，η坐标克服了

Δ

φ
的计算困难，同 Z，p 坐标相比，它有简单的下边界

条件。但它带来了内边界的处理问题，在模式分辨率

不高时，对地形要作较大的修改。此外，大气低层坐

标面有“空洞”，变量无法用谱展开，因而，η坐标

不能用于谱模式。应该指出，Egger［26］在模拟 Genoa
背风气旋时，就提出“阻塞”地形，即用垂直的墙来

刻划陡峭地形，并取得成功的模拟结果。纪立人［27］

在模拟江淮切变线的形成过程时，已有类似的做法，

将地形处理成始终保持静止的大气，地形区 V = 0，

因而涡度、散度也为零，可以看成是要素场向地形区

的延拓。因为要素场是连续的，所以韩卫清和纪立

人［28］又推广到正压原始方程谱模式，也取得较好结

果。

η坐标适于描写陡峭地形，用它建立的模式，很

快就显示其潜力。它成功地模拟了几个困难的背风气

旋生成个例，较之当时美国 NMC 已有区域模式有明

显改进。因此，成为 NCEP 业务模式之一。针对我国

的复杂地形和暴雨预报问题，宇如聪等［29］于 1986 年

开始发展一个能考虑陡峭地形的预报模式。该模式引

入η坐标，设计了能较好地保证水汽输送真实性的

保形正定方案（简称 REM）。很快，REM 以成功地模

拟了受地形影响最为典型的暴雨现象“雅安天漏”［29］

而著称。经过十几年的更新、完善，REM 已发展为

新一代的 AREM，在国内外气象、水文、环境和军事

等的科研和业务中广泛使用（详见文献［30］）。

对陡 峭 地 形，η 坐 标 有 上 述 优 点。但 也 有 研

究［24］表明，由于人工修改地形，在台阶地形的转角

处，会造成虚假的涡度，进而影响中小尺度地形背风

波的模拟效果。对于水平尺度较宽的山，而模式垂直

分辨率不够细时，σ类坐标可能优于η坐标。但其结

果基于二维问题，限于气流爬越，而未能比较绕流的

效果。对于上述两类地形（坐标）处理方法，还未见

系统性的比较。看来，这应随地形的尺度和坡度，研

究对象的尺度而有不同选择。随着非静力模式的广泛

使用，又提出一些新的坐标，例如 Laprise［31］的基于

静力平衡气压的σ坐标。Schär 等［32］提出新的高度T-F
坐标，使地形小尺度特征随高度迅速减少，因而在中

高层有更为平滑的坐标面。但它们都仍然不同程度的

存在 T-F 坐标问题。因此，已有一些模式（如英国）

又尝试回归高度 Z 坐标。

3 守恒格式的构造

流体力学方程组控制着大气运动。这方程组是非

线性的，十分复杂，很难作出解析解，一般只能用数

值求解。人们设计出多种计算格式，数值求解。这些

计算格式应满足这组方程的物理特性（或积分约束），

如总能量守恒，总质量守恒、总拟能（位涡平方）守

恒等。否则，由于引入虚假的源汇，长期数值积分

后，预报就会与观测偏离甚大。另外，设计出的计算

格式满足这些物理守恒，有助于克服计算不稳定。

3.1 非线性计算不稳定和瞬时守恒差分格式

当模式的控制方程用一定的长度格距Δx 将空间

离散化，就不能正确地表示小于 2 倍格距尺度的波

动 。例 如 ，对 波 长 为4Δx / 3的 波 动 ，却 错 误 地 用 了
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4Δx 波长的波来描写，这就出现了混淆误差。这种误

差的出现，积分非线性方程时，随着时间推移，系统

的能量向短波方向移动，若不采取预防措施，数值积

分将出现灾难性的后果———计算溢出。这种现象是由

于方程的非线性项引起，Phillips［33］称之为非线性计

算不稳定，并提出将波数大于最大可分解波数一半的

分量滤 去，就 可 消 除 这 种 非 线 性 计 算 不 稳 定。而

Orszag［34］提出了三分之一定律，即将波数大于最大可

分解波数的三分之一分量滤去就行了。这就是现代大

气谱模式常用的方法。对这种非线性不稳定的解释，

陈雄山［35 ～ 37］却提出质疑，认为造成非线性计算不稳

定的混淆现象是由于使用了富氏谐波分析引起的，如

改用 Walsh 变换作分析，就不会出现这种混淆现象。

这种想法在谱模式中作了试验，得到了较好的试验结

果。

对于正压无辐散的涡度方程，它具有平均动能和

平均拟能（位涡平方）守恒特性，和能量加权平均波

数守恒特性。因此，系统能量就不能单方向向短波转

移。Arakawa 等［38 ～ 40］对非线性平流项构造出一种差分

格式，在正压无辐散情况下，具有平均拟能和平均动

能守恒特性。因此，在积分过程中，可防止系统能量

单方向向短波转移，亦即防止了非线性计算不稳定出

现。这种差分格式是假定时间连续情况下成立，称之

为瞬时守恒格式。另外，还有如 Lilly［41］也提出瞬时

总能量守恒格式，加适当的耗散仍可防止非线性计算

不稳定出现。

季仲贞［42，43］研究后指出，这些瞬时守恒格式，

在某些特定的初值条件下，仍存在有计算不稳定，但

只要略加入一些耗散即可防止。

3.2 隐式总能量守恒格式和非线性方程隐式求解的

JFNK 方法

曾庆存等［44］提出了总能量守恒隐式平流项的差

分格式，在时间离散和任何初值情况下均计算稳定。

以一维为例说明如下：

一维发展方程：

∂u
∂t + u∂u

∂x = 0， （11）

作时空离散化，

un+1 - un

Δt + Aα（u*）
un+1 + un

2 = 0， （12）

其中，平流项差分为

［Aα（u*）u］m =（1 -α）u*m
um+1 - um-1

2Δx +

α
2

u*m+1 um+1 - u*m-1 um-1

2Δx ，（13）

u*m 是参数，它可取作时空的某种平均。若取α =
2/3，差分格式（12）和（13）具有能量守恒，广义能

量守恒和平均尺度守恒。因此，是计算稳定的。

当平流项（13）式等号左端项目中的 u 取隐式，

求解时，采用迭代，十分费机时，且难以收敛。往往

设定迭代次数，作为近似解，致使格式仅为准守恒。

最近，为加快收敛，曾庆存还提出迭代次数设定为 3
的改进非线性迭代法，有效地抑制短波，且时间步长

取得较大（尚未发表，可参见文献［45］）。

最近新发展的 JFNF（Jacobian-Free Newton-Krylov）

方法［46］，就是对这种非线性隐式方程的一种有效求

解方法。简述如下：

Newton 方法求解如下形式的非线性方程

F（x）= 0， （14）

F 是所研究模式方程时空离散化得到的非线性余差，

x 是离散变量向量。用 Newton 方法迭代求解（14）为

J（xk）δkk = - F（xk）， k = 0，1，⋯， （15）

这里，

Jij（xk）=∂
Fi

∂xk
j
，xk+1 = xk +δxk ， （16）

方程组（15）采用 Krylov 子空间方法（GMRES）求

解。这是求解大型线性方程组一类最有效的方法。第

m 次 Krylov 迭代为如下形式，

δxk
m = a0 r0 + a1 Jr0 + a2 J2 r0 + ⋯ + amJmr0， （17）

其中

r0 = Jδxk
0 - F（xk）， （18）

δxk
0 是初值。Jacobian 矩阵的形成和储存是巨大的工

作。然而，注意观察方程（17），可发现在 Krylov 求

解过程中，仅形式上要求 Jacobian 矩阵的作用，而不

是实际上的 Jacobian 矩阵。这种 Jacobian 矩阵作用可

近似为

Jv ≈
F（x +#v）+ F（x）

#
， （19）

这里，"是小扰动参数，文献［47］中讨论了它的几

种选择方案。

方程（19）容许求解方程（17），而不需形成或

储存 Jacobian 矩阵。

使 Krylov 迭代次数很少的关键，是对方程（15）

预处理，其中一种方案为

J（xk）p -1 pδxk = - F（xk）， （20）

这里，p 是预处理器或称预条件子（preconditioner）。

以上各步可作如下替代，定义新矩阵

J' = Jp -1， （21）

新的解为
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δx' = pδx . （22）

计算出 Krylov 解的初估值为

δxk
0 = p -1 F（xk）， （23）

再按（17）式求解。最后返求原来（15）式的更新

值，

δx = p -1δx' . （24）

这里，预处理器 p 是所研究的方程作线性化处理求

解得到的一个系数矩阵。牛顿方法是求解非线性方程

组的经典方法，JFNK 方法采用上述几项关键技术，

有效地改进了牛顿方法的收敛速度。

3.3 显式完全平方守恒格式

上节的隐式完全能量守恒格式是计算稳定的，但

实际求解困难，需费较大的工作量。显式完全平方守

恒格式［48，49］克服了这个困难，在守恒差分格式构造

上是一大突破。

对于发展方程，

∂F
∂t = -~AF， （25）

可构造如下差分格式，

Fn+1
i - Fn

i

Δt +（AF）n
i +εnΔt（BF）n

i = 0， （26）

其中，An 是平流算子~A 的某种空间差分算子，它必

须满足内积（AF，F）= 0 的条件；Bn 是耗散算子；εn

是耗散系数，它是在差分格式（26）满足平方守恒条

件下，求解一个关于εn 的二次方程得到的。它是平

流算子 An ，耗散算子和变量 F 的函数。该格式应用

到二维浅水波方程，积分 Rossby-Haurwitz 波到 50 天

不变形，总质量和能量维持有效数字 14 位不变化。

3.4 半隐式完全平方守恒格式和三阶守恒格式

上节显式平方守恒格式有两个不足，一是显式格

式，时间步长仍受到类似柯朗条件的约束；二是控制

方程必须写成某种特定的形式，限制了它的某些应

用，如在谱方法上的应用。本节叙述的完全平方和三

阶守恒格式［50，51］，是在前述显式平方守恒格式研究

基础上发展，提出了半隐式二次守恒格式和三阶守恒

格式，克服了这些缺点，并成功应用到大气谱模式

中，解决大气谱模式计算格式长期尚未解决的能量守

恒问题。对发展方程（25），半隐式平方守恒格式为

un+1 - un

Δt +（An - An
L）+ An

Lun+1 +ΔtεnBnun = 0，

（27）

其中，An
L 是算子 A 的线性空间算子，其他符号同第

3.3 节。若耗散系数满足

εn =
2c1

1 + 1 - 4Δt2 c1 cﾍ 2

， （28）

则差分格式（27）与（25）相容，且满足二次守恒，

其中系数 c1， c2 和 c3 是算子 An ，An
L，Bn 和 Fn 的函

数，每步都可计算出来。耗散算子为

Bnun = -Σ
J

j = 1
Δtj-1 1

（ j + 1）！
∂j+1 un

∂tj+1 +ε0
An

L

j！
∂jun

∂t[ ]j ，

（29）

ε0 是可取为 0 或 1 的开关常数。

若耗散系数满足关系

Δt4 r1（εn ）3 +Δt2 r2（εn ）2 + r3εn + r4 = 0，（30）

则差分格式（27）与（25）相容，且满足三次守恒的

差分格式。其中系数 r1， r2 和 r3 仅是差分算子 An ，

An
L，Bn 和变量 Fn 的函数。

在正压或斜压大气初始方程模式中，动能写为

p s（u2 + v2）/2（p s 是地面气压）。由于提出了三阶守恒

格式，就 不 必 像 二 阶 守 恒 格 式 那 样 将 动 能 写 为

［（ pﾍ s u）2 +（ pﾍ s v）2 ］/2 ，让 pﾍ s u = U 为一变量，

这就限制了二阶守恒格式对常规初始方程的应用，特

别对大气谱模式的应用。这里三阶守恒格式的发展，

突破此限制，可直接应用到常规初始方程和大气谱模

式上。

3.5 大气谱模式质量守恒格式

现在世界上适用的大气谱模式都不能满足大气总

质量守恒，长时间数值积分，平均地面气压上升，影

响计算精度和模拟结果。这是由于为了克服σ坐标

气压梯度项第二项出现三阶引起的混淆误差，将地面

气压 p s 改写为 lnp s，作为一个展谱变量。由此，却

带来模式大气总质量不守恒问题。为克服这一问题，

发展出大气谱模式质量守恒格式［52，53］，它恢复 p s 作

为预报变量，这就保证了大气总质量守恒，同时为克

服由气压梯度项引进的混淆误差，引进仅为气压函数

的参考大气，减少了气压梯度项的截谱误差，提高了

计算精度。在中国气象局国家气象中心谱模式上 10
年数值积分计算表明，引入这种质量守恒格式，有效

地消除了原模式 500 hPa 高度场的平均高度随时间上

升趋势，改进了模拟结果。

3.6 半拉格朗日守恒计算格式

自从 Robort［54，55］将半拉格朗日格式和半隐式格式

结合起来应用到气象后，半隐式半拉格朗日计算格式

就得到广泛应用。它除了能加大时间步长（是欧拉空

间半隐式的 4 ～ 6 倍）优点外，还有较小的相速误差

和计算耗散，且能处理间断点。然而，明显的问题是

难于满足物理量的守恒，如总质量、总能量等守恒

性。
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近年来，有不少人提出了半拉格朗日的守恒格

式，现择主要的概述如下。

Machenhauer 等［56，57］提出了半拉格朗日守恒格式，

用连续方程、热力学方程和能量方程的半拉格朗日形

式作为预报方程，且书写为某种特殊形式，并构造特

别的数值格式，满足物理量的守恒。对于一维的动量

和连续方程，有

∂u
∂t + u∂u

∂x + g∂h
∂x = 0，

∂h
∂t + u∂h

∂x + h∂u
∂x = 0{ ，

（31）

引用散度的拉格朗日表示，

∂u
∂x = 1

δx
d
d t（δx），

δx 是一个无限小的格距（相当于流体微元的大小），

则（31）式改写为

d
d t（Eδx）+δx ∂∂x

1
2 gh2( )u = 0， （32）

d
d t（hδx）= 0， （33）

E 是能量。对连续方程（33）离散化为

hn+1
j Δx =-h-jδx-j ， （34）

j 是到达点，-j 是出发点，Δx 是标准网格距，也是流

体微元在到达点处的大小，而δx-j 是流体微元在出发

点处的大小，一般讲它不等于Δx。方 程（33）和

（34）表明流体微元在运动过程中质量是守恒的。问

题的关键是如何计算出（34）式等号右端项，即大小

为δx-j 在出发点的质量。简单作法是假定物理量，例

如，这里的 hn - 1在标准网格内是逐段常定［也有作

更复杂的假定，如逐段线性、逐段抛物线（PPM）、

逐段立方曲线（PCM）等］［58 ～ 61］，出发点处流体微元

的质量就是δx-j 所包含标准网格上的空气质量之和。

显然，这时在计算范围内总质量为

Σ
j
hn+1

j Δx = Σ
-j

-h-jδx-j = Σ
j
hn-1

j Δx， （35）

即系统的总质量守恒。

能量方程（32）的差分写为

En+1
j Δx =-E-jδx-j - gΔt［（h2 u）j+ 1

2 -α（ j） -

（h2 u）j- 1
2 -α（ j-1）］， （36）

式中α是出发点与到达点间距离（以Δx 为单位）。

方程（36）式右端第一项计算同上。在计算范围内总

能量为

Σ
j
En+1

j Δx = Σ
-j

-E-jδx-j = Σ
j
En-1

j Δx， （37）

即总能量守恒。

每一 步 首 先 由（34）式 计 算 出 hn + 1
j 。为 得 到

un + 1
j ，需要用（36）式，有

un+1
j = ± 2Gj /hn+1

j - ghn+1ﾍ j ， （38）

其中，Gj 是（36）式右端项。现在要决定上式的正

负号。在出发点上用类似计算（34）式等号右端项的

办法，计算（uh）-jδx-j ，用其正负号来确定（38）式的

正负号。

以上方法还可以推广到半隐式格式和二维或三维

空间，这时计算（34）和（36）右端第一项时要复杂

得多，其 方 法 可 在 文 献［58 ～ 60］中 找 到。陈 嘉 滨

等［62，63］在构造半拉格朗日守恒格式上采用不同思路，

首先，出发点和到达点间构造守恒计算格式，称为守

恒格式的构造，这是在第 3 节叙述的显式完全平方守

恒的基础上推广到半拉格朗日空间。其次，是将标准

等距格网上平方守恒量，插值到由出发点组成的非等

距格网上，并满足平方守恒，称为守恒插值构造。在

一维浅水波方程上作了显式和半隐式守恒格式的试

验，都得到预期的效果。

4 谱模式和谱元模式

有限差分（简称“差分”）方法和谱方法是数值

预报模式动力框架构建的两大类别，在数值预报和大

气环流数值模式近半个世纪的进展中，它们曾先后成

为发展的主流。大体上在 20 世纪 70 年代以前，在实

际应用中是清一色的差分模式。谱模式，由于其计算

复杂，计算量大，一直停留在文献和教科书中，而未

见实际应用。FFT 和“谱变换” （Spectral transform）

方法［64］的提出，谱方法在大气数值模式中的应用才

大为改观，20 世纪 80 年代初，ECMWF 经过大量实

例的对比试验，谱模式取代其原来引自 GFDL 的差分

模式，成为其中期数值预报的业务模式。很快在国际

上的主要业务或研究中心绝大多数都转而采用全球谱

模式，一直延续至今。当然也有少数例外，英国气象

局在业务和研究中仍一直使用差分模式。在曾庆存领

导下，中国科学院大气物理研究所也坚持发展差分模

式，多年来一直将其应用在短期气候预测中。

近年来，随着模式分辨率的大幅度提高和大规模

并行计算机的应用，谱模式显示出它的局限性。世界

上一些国家（德国、美国、加拿大等）已经或正在重

新转向发展差分模式。这里，试图重新审视谱模式的

优缺点，讨论它的发展。

谱模式的优点：（1）首先是它的计算精度和效

率。差分方法的逼近程度受其差分格式的限制，如常
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用的二阶和四阶精度的格式不过用到计算点附近少数

格点的信息，而谱方法则用到整个计算区域网点的信

息，有高得多的精度，这些是谱方法最吸引人之处。

此外，空间导数转为计算基函数的导数，可以一次计

算存场，不需要反复计算。（2）南北极区的计算一直

是差分模式一个麻烦问题，而在以球函数为基底的谱

模式，则不存在困难。（3）半隐式时间差分格式广为

各类模式所采用，它涉及求解 Helmholtz 方程，并归

结如何高效求解大型（超大型）矩阵问题，这也是一

个困难问题，而谱模式利用球函数是

Δ

2 算子的本征

函数的性质，问题大为简化。

谱模式的问题也已为人们所熟知，诸如，（1）它

要求变量定义在连续的坐标面上，在考虑地形时，不

宜采用 Z，p，η等坐标面和地形有切割的处理方式。

又如海洋环流模式，其周边是不规则的海岸，也不适

于应用谱方法。（2）大气模式中的凝结加热、地形等

可能是孤立的或不连续的，用谱展开，可能出现虚假

的现象如平原和海上地区出现虚假地形（Gibbs 现

象）。（3）谱变换方法实质上是“拟谱”或“假谱”

（pseudo-spectral）方法。为了避免“混淆”现象而采

取的截波方案，实际上降低了精度。反之，如不作此

处理，又不一定能保证计算稳定；（4）目前，谱展开

波数已很高，再提高波数，计算量增加与精度提高相

比，已不甚有效。特别是谱模式实现并行计算，编程

复杂，效率也不如差分模式。

由于上述原因，特别是第（4）点，重新转向差

分模式已成趋势。那么，谱方法能否以及如何进一步

发展？Temperton［65］估计了随分辨率增加，谱变换所

耗机时（占总机时的百分率）的增长，得出至少在

T1000（相当十多公里的分辨率），仍然是可以接受

的。对于球函数，问题主要在勒让德函数的变换。分

辨率再进一步提高，他建议全球谱模式转向球面上的

双富氏级数，或者发展类似 FFT 的快速勒让德变换

（FLT）。

采取结合的方法可能是另一个发展方向。早在

20 世纪 80 年代，Canuto 等［66］对定常 Navier-Stokes 方

程，建立了谱有限元方法。郭本瑜［67］对斜压原始方

程提出了谱—差分方法。实际上半拉格朗日方法引入

谱模式，也不妨看成是谱和格点方法的结合。下面简

单介绍谱有限元方法。

谱（有限）元方法（Spectral Element Methods）具

有将谱方法的高阶精度的有效性和有限元方法的网格

灵活性等优点结合起来的特点。Deville 等［68］对谱元

方法提供了极好的描述。

以勒 让 德 多 项 式 为 基 础 的 谱 元 法 运 用 Gauss-
Lobatto-Legendre（GLL）积分。对于一维问题，N + 1
个 GLL 积分节点!N + 1 =｛ξ0，ξ1，⋯，ξN ｝定义为如下方

程的解，

（1 -ξ
2）L'N（ξ）= 0，

（1 -ξ
2）L'N（ξ）= 0，ξ∈Ω̂（ξ - 1≤ξ≤ 1），

这里，L'N（ξ）是 N 阶勒让德多项式的导数。GLL 积

分节点ξk∈!N + 1上的任何正规函数 u（ξ）的 N 阶拉格

朗日插值多项式可表示为

INu（ξ）= Σ
N

k = 0
u（ξk）πk（ξ）.

相应的 N 阶拉格朗日插值基函数可推导出，

πk（ξ）= - 1
N（N + 1）

（1 -ξ
2）L'N（ξ）

（ξ -ξk）LN（ξk）
，

0≤ k ≤ N，ξ∈Ω̂ .
显然，

INu（ξj ）= u（ξj ）= Σ
N

k = 0
u（ξk）πk（ξj ），

0≤ j ≤ N，ξj ∈&N+1，

即 GLL 积分节点也是配置（collocation）点。而 GLL
积分公式为

∫
+1

-1
f（x）dx = Σ

N

k = 0
’kf（ξk），∀ f（x）∈ P2N-1，

其中，P2N - 1代表所有阶数不高于（2N - 1）的多项

式，而 GLL 积分权重则为

’k = 2
N（N + 1）

1
［LN（ξk）］2 ，0≤ k ≤ N，ξk ∈&N+1 .

以上定义了基本的参考谱元上的插值和积分，而

将 Galerkin 方法实施于谱元则与通常的有限元法类

似。谱元方法也可以看作是一种特殊的高阶、配置有

限元法进一步的详细说明可参考文献［68］。

将谱元方法应用于全球模式，通常可以方便地先

将球面 投 影 到 立 方 体 面 上［69］。水 平 网 格 可 以 采 用

（准）均匀网格或局部加密网格，因而提供了同时模

拟全球和区域天气或气候的可能性。这样，也在一定

程度上避免了通常全球模式的极地问题。应用谱元方

法还有利于大规模、高效的并行计算。

将谱元方法应用于大气原始方程，一般只是在水

平方向采用谱元方法，而在垂直方向仍采用通常的(
坐标［70］或混合坐标［71］。有关谱元方法在大气气候模

式中的应用的近期进展可参考文献［71］。

有待研究的一些问题包括：谱元方法在有大地形

区域的应用，特别是滤波和水平扩散，以及水汽场的

处理等（大地形在数值模式中如何处理一直是模式开
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发中需要注意的问题）。

致谢 薛纪善、宇如聪两位研究员提供有关资料，杨艳霞女士打印全

稿，特此致谢。
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