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摘 要 利用一个二维 Boussinesq 流体的绝热无粘非静力数值模式，将中尺度不稳定问题作为一个初值问题进行数值

研究。线性情况下数值试验的结果基本与采用特征值方法研究得到的结论一致。非线性情况的数值试验表明，其不

稳定发生的范围可与线性情况不一致；非线性不稳定的增长率一般较线性不稳定的增长率要小；非线性作用会造成波

型的陡凸，从而造成流函数正负环流的不对称和环流流线的密集；非线性情形下的流型有些与强对流系统的流型相

像。
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Abstract A non-hydrostatic，adiabatic and non-viscous two-dimensional Boussinesq model is used to study mesoscale
instability . This paper discusses the mesoscale instability problem as an initial-value problem by numerical experiments .
The results of linear numerical experiments are consistent with ones in using eigenvalue method. The results of non-linear
numerical experiments show that the areas of non-linear instability differ from ones of linear instability . The growth rates
of non-linear instability are less than ones of linear instability . The non-linear effects can make abrupt wave pattern，

accordingly can bring non-symmetry of stream function and high concentration of streamline . The some stream function of
non-linear conditions is similar to ones in heavy convection systems.
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1 引言

各种天气系统的发展、演变均与大气中波动的稳

定性有紧密联系［1］，如大气长波槽脊的发展与 Rossby
波的不稳定有关，而中尺度系统（其水平尺度量级为

105 m）的发展则多与重力惯性波的不稳定有关等。对

于中尺度波动的不稳定，以对称不稳定和横波不稳定

研究得最多［2，3］。在对称不稳定中扰动的传播方向与

基流垂直，而在横波不稳定中扰动的传播方向与基流

相同，即其沿着基流传播。上述两种情形是大气中的

两种典型情况，实际上更多的是扰动既不沿基流传播，

也不垂直于基流传播，而是其传播方向与基流有一夹

角α，即传播方向与基本气流斜交。该扰动我们以前

称其为斜交性扰动［4］，此时扰动在水平面上是二维传

播的。该情况下的不稳定以前曾称之为斜交型不稳

定，现在看来，称其为水平面上二维传播扰动的不稳定

则更合适。对称不稳定和横波不稳定均是该不稳定的

特例，前者夹角α为 90º，而后者夹角α为 0º。我们曾

研究了微扰情形下 Boussinesq 方程组中的该不稳定问

题，此时，在对该方程组线性化后，可将其变换为一个

复矩阵的特征值问题进行数值求解［5，6］。我们还在理

论上研究了该不稳定问题的谱点分布，并得到了关于

其不稳定谱点分布的半圆定理［7］。

在扰动发生不稳定的初期，因其振幅很小，将其看

作微扰进行线性化不仅是方便的也是可行的。线性化

后引入标准模是研究不稳定问题的经典方法，但该方
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法也有一定的局限，只能讨论振幅按指数增长而振幅

空间分布结构不变的不稳定扰动，即离散谱的不稳定。

连续谱在不稳定问题中的作用越来越为人们所认识，

此时必须引入非模来研究，也即须将不稳定问题作为

一个初值问题来研究［8 ～ 11］。此外，当不稳定的扰动发

展到一定阶段后，因其振幅加大，则不能再看作微扰，

这样就不能线性化而必须考虑非线性的不稳定问题。

但由于此时解析解很难求得，故将该不稳定问题看作

一个初值问题，通过数值试验方法进行研究则相对较

方便，也不失为一条较好的研究途径。为此，设计一个

基流与扰动分开的 Boussinesq 方程组的数值模式是非常

必要的。我们曾对非线性对称不稳定和横波不稳定作

过数值研究［12，13］，本文则设计了一个非静力中尺度数值

模式，将该二维传播的中尺度扰动的线性和非线性不稳

定问题作为初值问题进行数值研究。

2 基本方程组和数值模式

考虑绝热无摩擦 Boussinesq 流体方程组［14］，并令

u（x，y，z，t）=-u（ z）+ u'（x，y，z，t），

v（x，y，z，t）=-v（ z）+ v'（x，y，z，t），

w（x，y，z，t）= w'（x，y，z，t），

p（x，y，z，t）=-p（x，y，z）+ p'（x，y，z，t），

θ（x，y，z，t）=-θ（x，y，z）+θ'（x，y，z，t













），

（1）

这里有“ - ”的为基态，其满足静力平衡和地转平衡。

作变量替换Θ = gθ/θ0，这样有Θ' = gθ' /θ0，-Θ = g-θ/θ0。

由于讨论的是中尺度扰动的不稳定问题，这里取地转

参数 f 为常数。为简单起见，设扰动沿 x 轴传播，并设

基本风场在垂直方向仅呈线性切变，也即-U（ z）=
-u（ z）i +-v（ z）j 仅为 z 的线性函数，此时有-u =-Ucosα，

-v =-Usinα，-U（ z）= U0 + Uzz，这里 U0 和 Uz 均为常数，

α则为基流与 x 轴（扰动传播方向）的夹角。在该情况

下再设扰动在 y 方向是均匀的，则有 u' ，v' ，w' ，p' ，Θ'
与 y 无关，这样就可得以下研究非线性不稳定问题的

控制方程组：

∂
∂t +（-u + u'）∂

∂x + w' ∂
∂[ ]z v' = - fu' - w'∂

-v
∂z，

（2- 1）

∂
∂t +（-u + u'）∂

∂x + w' ∂
∂[ ]z Θ' =

- S2 u' - M2 v' - N2 w' ， （2- 2）

∂
∂t +（-u + u'）∂

∂x + w' ∂
∂[ ]zζ = - f∂v'

∂z +∂Θ'∂x ，

（2- 3）

其中，S2 =∂
-Θ
∂x = f d-v

d z，M2 =∂
-Θ
∂y = - f d-u

d z ，N2 =∂
-Θ
∂z ，

ζ=∂
2ψ
∂x2 +∂

2ψ
∂z2 =

Δ

2ψ，ψ 为扰动流函数，且有 u' =

-∂ψ /∂z，w' =∂ψ /∂x。将上述方程组（2）线性化后，

有

∂
∂t +-u ∂∂( )x v' = - fu' - w'∂

-v
∂z， （3- 1）

∂
∂t +-u ∂∂( )x Θ' = - S2 u' - M2 v' - N2 w' ， （3- 2）

∂
∂t +-u ∂∂( )xζ = - f∂v'

∂z +∂Θ'∂x ， （3- 3）

则为本文研究线性不稳定的控制方程组，即文献［5，6］

中所用的控制方程组。

具体求解控制方程组（2）或（3）的步骤为：先预报

出变量 v' ，Θ' ，ζ，在求出ζ后再解泊松方程

Δ

2ψ =ζ
以求出ψ，该泊松方程可用迭代法求解［12］；之后用

u' = -∂ψ /∂z，w' =∂ψ /∂x 可求出预报的 u' ，w' ；这样

三维流场的扰动 u' ，v' ，w' 和Θ' 的扰动均可解得。

因本文研究中尺度扰动的不稳定问题，以下若不

特别声明，模式水平方向取 41 个格点，格距为 5 km，故

其水平范围为 200 km，为与文献［6］的结果作比较，垂

直范围也取 10 km ，分为 20 层，层距为 0.5 km 。这里

为了方便，变量ψ，v' ，Θ' 在水平和垂直方向均定义在

同一网格点上。上、下边界则采用刚壁边界且不考虑

地形，水平边界则取周期边界条件。空间差分取中央

差，时间差分取前差迭代方案，迭代 3 次，积分时间步

长取为 120 s。
为检验该数值模式的稳定性，令

-E = 1
40 × 21Σ

40

i = 1
Σ
21

k = 1
（u' 2i，k + v' 2i，k + w' 2

i，k）， （4）

这里-E 为区域平均扰动动能，仅是时间 t 的函数。在

以下数值试验中，本文均对其方根ﾍE作了计算，ﾍE
随时间的变化可反映出不稳定增长率的大小。取基流

无垂直切变（此时 M2， S2 为零），即取-U（ z）= U0，并

取 U0 = 5 m·s- 1（此时有-u = Ucosα，-v = U0 sinα）；而α
则分别取为 0º（横波型扰动）、45º（水平二维传播的扰

动）、90º（对称型扰动）。再取典型的层结参数 N2 =
1 × 10- 4 s- 2和地转参数 f = 10- 4 s- 1，并设初始扰动涡度

场有以下形式：

ζ =ζ0 cos
2πx( )L sin 2πz( )H ， （5）

这里取ζ0 = 9 × 10- 6 s- 1，H = 10 km，L = 50 km，即取扰

动垂直波长为 10 km，水平波长为 50 km。图 1 则为与

（5）式对应的ψ 场。初始 v' ，Θ' 场取为

v' = 0，

Θ' = 0{ ，
（6）
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图 1 初始ψ 场（横坐标为水平方向格点数，纵坐标为垂直方向格点数，以下关于ψ 场的结构图均与此相同）

Fig. 1 Initialψ field . Abscissa is the number of horizontal grid，and ordinate is the number of vertical grid，similarly hereinafter

采用以上参数和初始场作了考察模式稳定性的积分试

验。将α= 45º积分 72 小时后的ψ 场（图略）与初始由

（5）式算得的ψ 场（图 1）相比，除了波动发生水平平

移外，其流 型 无 大 变 化；而ﾍE 随 时 间 也 无 增 长（图

略）；α= 0º和α= 90º的情形亦如此（图均略）。这些试

验结果表明该模式积分稳定。

3 线性不稳定的情况

取控制方程组（3）进行积分。为与文献［6］的情况

作对比，本文的环境参数与文献［6］相同。取地转参数

f = 10- 4 s- 1，层结参数 N2 = 1 × 10- 5 s- 2。这里取较弱的

层结参数，是考虑到实际天气中不稳定发生时层结参数

均较 其 典 型 值 要 小 的 缘 故。取 地 面 基 流 风 速 为 5
m·s- 1，模式顶（ z = 10 km）风速为 45 m·s- 1，其值均在实

际大气的范围中。此时，垂直风切变-Uz 为 4 × 10- 3 s- 1，

由此易知，此时里查森数 Ri = N2 /-U2
z = 0.625。以下如

不特别声明，除 Ri 外，这些环境参数均取上述值（地面

基流风速则始终取 5 m·s- 1）。

3.1 里查森数小于 0.95 的情况

Stone 的理论研究［15］指出，当 Ri < 0.95 时，存在对

称不稳定。这里首先分析这种情形，以揭示此时的不

稳定状况。

取 Ri = 0.625，对各种不同的α角仍用（5）式的初

始场作了积分，且仍取ζ0 = 9 × 10- 6 s- 1，L = 50 km，

H = 10 km。图 2 给出了取不同α角后得到的ﾍE随积

分时间的变化，由图可见，此时不稳定的增长率对夹角

α有明显的选择性。对称型扰动（α为 90º）的不稳定

增长率最大，α为30º的水平二维传播的扰动次之，但其

图 2 取 Ri = 0.625 时线性不稳定ﾍE随积分时间的变化：（a）α
分别取 0º，15º，30º和 45º；（b）α分别取 60º，75º和 90º。横坐标为积

分时间（单位：h），纵坐标为ﾍE（单位：m·s- 1 ），以下关于ﾍE 随

积分时间变化的图均与此相同

Fig. 2 Temporal variation of linear instability ﾍE for Ri = 0.625 .

Abscissa is the integration time（units：h），and ordinate is ﾍE（units：

m·s- 1），similarly hereinafter（a）α = 0º，15º，30º，and 45º；（b）α =

60º，75º，and 90º
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增长率比前者要小许多，横波型扰动不稳定增长率最

小。这表明在 Ri < 0.95 的情况下，中尺度对称型扰动

最易发生不稳定，即在中尺度波段，当里查森数较小

时，对称不稳定是最重要的不稳定。该结果与文献［5］

一致，虽然文献［5］里是将不稳定问题转化为特征值问

题来求解而本文是作为初值问题来求解。

由图 2 还可见，当扰动发生不稳定时，其区域平均

动能方根ﾍE将随时间发生振荡，周期约在十几小时，

振荡周期随夹角α的增大而略有增大，α为 90º的扰动

即 对称型扰动则不存在此振荡。扰动的最大ψ值和

图 3 取各α角积分 72 小时后的扰动流函数ψ 的空间结构：（a）α= 0；（b）α= 30º；（c）α= 90º

Fig. 3 The space structure of disturbed stream functionψ for（a）α= 0º，（b）α= 30º，and（c）α= 90º after 72 hours integration
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最大Θ'值随积分时间的变化曲线上也存在这种振荡，

且ψ 和Θ'之间还存在位相差（图略）。对线性情况这

容易作出理论解释，在文献［5，6］中可见除对称不稳定

的特征值为纯虚数外，其他波型不稳定的特征值均为

复数，故其必有 Acos（σr t）exp（σi t）形式的解，也即其振

幅一边振荡，一边按指数形式增幅。本文的数值计算

结果与该分析相一致。这种振荡现象在研究中尺度系

统的发生和演变时应引起重视。

图 3 给出了α取不同值积分 72 小时后的扰动流函

数ψ 的空间结构。由图 3a 可见，不稳定横波型扰动为

猫眼结构，这与文献［3，5，13］得到的结果相同。由图 3b
可见，α为 30º的水平面上二维传播扰动的不稳定扰动

（此时增长率如上所述有一个次极大），其波型结构下半

部的猫眼环流趋于消失，环流呈倾斜状，上半部的猫眼

环流则仍维持。以后，随着α角的增大，其波型结构则

趋于复杂，并有多个环流中心出现，最终有向对称不稳

定的倾斜环流过渡的趋势（图略）。图 3c 则为对称不稳

定波型，为典型的倾斜环流结构，并与文献［2，5，12］中

的结果相同。分析图 3 后可知，此时不稳定扰动的结构

越简单，其增长率就越大，对称不稳定波型的结构最简

单，故其增长率最大。

3.2 里查森数大于 0.95 的情况

当 Ri > 0.95 时，Stone 的研究指出，此时不存在对称

不稳定［15］。以下分析该情况，仍取以上参数，只不过通

过减小风切变，增大里查森数，取 Ri = 1.1 > 0.95（此时

模式顶的基流风速减小了，为 35.15 m·s- 1 ）。计算表

明，直至 96 小时，对各夹角α，均没有不稳定出现（图

略）。该结果与文献［5］中的结果也一致。那里的分析

表明，在该情况下存在一个波动稳定的区段，而在该区

段之外，即扰动尺度较小或较大时，则仍有不稳定扰动

发生。为此，以下用数值试验来考察该问题。

首先，考虑在该区段之外扰动尺度较小时的情况。

此时取该模式的水平格距为 1.25 km，积分时间步长为

30 s，Ri 取 1.1，而其他参数不变，并取初始扰动尺度为

L = 12.5 km，再进行试验。试验中分别取α角为 0º，
15º，30º，45º，60º，75º，80º，85º和 90º。试验表明，当α取

为 75º，80º，85º时均有不稳定发生，且当α = 85º时，其

增长率最大，但该最大增长率的数值仍较小。图 4 给

出了α= 85º积分到 72 小时后的不稳定扰动流函数ψ
的空间结构。由图可见，此时不稳定扰动的结构为一近

乎垂直的单圈环流。

下面再考察在上述稳定区段之外扰动尺度较大时

的情况，取模式空间格距为 20 km，时间步长为 400 s，
Ri 同样取 1.1 而其他参数不变，并取初始扰动波长

L = 200 km进行了试验。试验结果表明，此时横波型

扰动和α角较小的水平二维传播的扰动是不稳定的，

α= 45º时其增长率最大；α较大时水平二维传播的扰

动和对称型扰动则是稳定的。图 5 给出了不稳定横波

型和α= 45º的水平二维传播的扰动流函数ψ 的空间

结构，前者呈猫眼流型，后者呈倾斜型环流；后者环流

结构较前者简单，其增长率也大。

4 非线性不稳定的情况

此时用方程组（2）进行积分，为与线性情形相对

比，分别讨论了里查森数小于和大于 0.95 的情况。

4.1 里查森数小于 0.95 的情况

首先，仍取线性情况的参数，并取 Ri = 0.625，用

（5）式的初始场对各种不同的α作了积分。结果表明，

图 4 取 Ri = 1.1，L = 12.5 km，α= 85º时积分 72 小时后的扰动流函数ψ 的空间结构

Fig. 4 The space structure of disturbed stream functionψ for Ri = 1.1，L = 12.5 km，α= 85º after 72 hours integration
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图 5 横波型扰动（a，α= 0º）及水平二维传播的扰动（b，α= 45º）积分 80 小时后的扰动流函数ψ 的空间结构

Fig. 5 The space structure ofψ for transversalwave disturbance（a，α = 0º）and disturbance that propagates horizontally（b，α = 45º）after 80 hours

integration

在非线性情形下，不稳定的增长率对夹角α仍有明显

的选择性，且其选择性与相应的线性情况相同，这时，

仍存在区域扰动平均动能方根ﾍE 随时间振荡的现

象。将该结果与图 2 相比较后可知非线性不稳定的增

长率较线性的要小（图均略）。

因此时初始振幅ζ0 取得较小，致使需较长时间的

积分，非线性效应方能显现，故为突出非线性效应，在

以下的试验中适当增大了初始的ζ0 值。取ζ0 = 2 ×

10- 4s- 1，其他参数均未改变。试验结果表明，增大了

初始ζ0 值后并未改变不稳定增长率对夹角α的选择

性，此时仍是对称不稳定增长率最大（图略）。图 6 给

出了取各α角积分后得到的扰动流函数ψ 的空间结

构，这里取不同的积分时间是因扰动增长率不同的缘

故。

分析图 6 中扰动流函数ψ 的空间结构后可发现

其有以下 3 个共同特点：

（1）ψ 正负环流圈出现明显的不对称性。

（2）出现了流线密集现象。

（3）低层流动与其上层的流动有较大差异。

之所以会出现上述现象是由于非线性作用造成了波型

的陡凸。此外，在图 6 中当α取 0º（参见图 6a）和 60º
（图略）时均有强的垂直环流圈，当α取 30º（参见图

6b）则中低层还有较强的上升倾斜环流。以上这些特

点均与强对流系统的流型有某些类似之处，值得研究

和重视。

4.2 里查森数大于 0.95 的情况

取 Ri = 1.1 > 0.95，仍取ζ0 = 2 × 10- 4 s- 1，初始扰

动波长 L = 50 km，对各不同的α角进行了试验。试验

表明，此时无对称不稳定和横波型不稳定出现，但当α
为 15º，30º，45º和 60º时则仍有不稳定出现，这与线性的

情况有所不同，后者各α角均无不稳定出现。为进一
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图 6 取 Ri = 0.625，ζ0 = 2 × 10 - 4 s- 1，L = 50 km 时非线性情况下各不同α角积分得到的扰动流函数ψ 的空间结构（T 为积分时间）：（a）

α= 0º；T = 80 h；（b）α= 30º，T = 48 h；（c）α= 90º，T = 40 h

Fig.6 The space structure of disturbed stream functionψ under the nonlinear condition for Ri = 0.625，ζ0 = 2 × 10 - 4 s- 1，L = 50 km. Here T is the

integration time.（a）α= 0º；T = 80 h；（b）α= 30º，T = 48 h；（c）α= 90º，T = 40 h

步确证该事实，取基流为固定 10 m·s- 1，即取基流无垂

直切变，作了相应的对比试验，结果发现此时并无不稳

定出现（图略）。这表明上述不稳定确实是由基流垂直

切变引起的，而并非模式积分中出现的非线性计算不

稳定现象。

图 7 给出了取α为 15º，30º，45º和 60º时非线性不
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稳定ﾍE随积分时间的变化，由图可见当α为 15º时增

长率最大。图 8 给出了积分 72 小时后扰动流函数ψ
的空间结构，由图可见，此时仍有上面总结的 3 个特

点，特别当取α为 30º（图略）和 60º（参见图 8b）时，出

现一支低层明显倾斜上升，到中高层转为垂直上升的

气流。

为与上面相应的尺度较小的线性情况作比较，也

取模式的水平格距为 1.25 km，时间步长为 30 s，Ri 为

1.1，初始扰动ζ0 = 2 × 10- 4 s- 1，其扰动波长 L = 12.5
km，其他参数均不变，进行了对比试验。该试验中取α
角为 0º，15º，30º，45º，60º，75º，80º，85º和 90º。结果表

明，当α角为 15º，75º，80º，85º和 90º时，均存在不稳定

（此时有对称不稳定而无横波型不稳定），且最大不稳

定增长率有两个峰值，其α角分别为 15º和 85º。对α
角为 85º的情况，不稳定扰动的结构与线性的情况类

图 7 取 Ri = 1.1，ζ0 = 2 × 10 - 4 s- 1，L = 50 km 时非线性不稳定

ﾍE随积分时间的变化

Fig. 7 Temporal variation of nonlinear instability ﾍE for Ri = 1.1，

ζ0 = 2 × 10 - 4 s- 1，L = 50 km

图 8 非线性情况下取 Ri = 1.1，ζ0 = 2 × 10 - 4 s- 1，L = 50 km 时积分 96 小时扰动流函数ψ 的空间结构：（a）α= 15º；（b）α= 60º

Fig. 8 The space structure of disturbed stream functionψ under the nonlinear condition for Ri = 1.1，ζ0 = 2 × 10 - 4 s- 1，L = 50 km after 96 hours

integration：（a）α= 15º；（b）α= 60º
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似，也为一近乎垂直的单圈环流，但此时因有非线性的

作用，负环流的强度增加（图略）。最后要指出，对于线

性的情况，无论是 Stone 的理论分析还是我们的数值试

验均表明，此时（Ri > 0.95）均无对称不稳定；但在非线

性的情况下，则情况有所不同，在扰动波长较短的情况

下，对称不稳定仍然存在，只不过其增长率并非最大而

已。

同样为与上面尺度较大的线性不稳定的情况作比

较，仍取模式的水平格距为 20 km，时间步长为 240 s，
Ri 也取 1.1，初始扰动取ζ0 = 2 × 10- 4 s- 1，其扰动波长

L = 200 km，而其他参数不变，并取α角为 0º，15º，30º，
45º，60º，75º和 90º进行了试验。结果表明在α角为 0º，
15º，30º，45º和 60º时，均有不稳定发生（此时有横波型

不稳定而无对称不稳定，注意可与初始扰动取 L =
12.5 km 的情况作对比），且在α = 15º时有最大增长

率。与线性的情况相比较后可知，此时相应于最大增

长率的夹角减小了（在此是 15º而线性情况则为 45º）。

这里流函数ψ 的空间结构也有以上总结的 3 个特点

（图略）。

5 结语

本文采用一个二维 Boussinesq 流体的绝热无粘非

静力数值模式，对水平面上二维传播的中尺度不稳定

进行了数值研究。结果表明：

在线性情况下，当 Ri < 0.95 时，在中尺度波段均

有不稳定发生，其中以对称不稳定增长率最大，此时为

最重要的不稳定形式且是重力惯性波的不稳定；当 Ri
> 0.95 时，则不存在对称不稳定且存在一个波动绝对

稳定的区段。不稳定扰动增长率的大小与其空间结构

的复杂性有关，增长率越大的扰动其空间结构越简单。

此数值研究与文献［5，6］中采用特征值方法得到的结

论一致，这也相互印证了这两种方法的正确性。在非

线性情况下，则不稳定发生的范围以及增长率最大的

扰动对α角的选择性可与线性的情况不一致；在线性

稳定的区段在非线性情况下可有不稳定发生。非线性

不稳定的增长率一般较线性不稳定的增长率要小。非

线性作用会造成波型的陡凸，从而造成流函数正负环

流的不对称和流线的密集。非线性情形下的流型有些

与强对流系统的流型相像。

总的说来，在本文数值试验中，扰动的不稳定增长

率与实际强对流天气的发展速率相比仍偏小，我们认

为，这是未考虑对流凝结加热的缘故。在中尺度天气

发展中，对流凝结加热起着非常重要的作用。此外，本

文主要是介绍了该数值模式并给出了用该模式所作的

一些数值试验结果，但尚未对这些结果作深入的动力

学研究，以揭示连续谱在不稳定中的作用和非线性效

应对不稳定的影响。对这些问题我们今后将作进一步

的研究。
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