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摘  要  质量守恒数值计算是球面准均匀阴阳网格构造全球大气环流模式的重要条件，也是提高阴阳网格应用质

量的重要技术手段。本文针对通量形式平流方程，在球面坐标上采用多种理想数值试验对阴阳网格上的三种守恒

计算方案和边界插值非守恒计算方案进行了比较检验。发现，质量守恒方案不仅对全球数值积分重要，还影响数

值计算精度，满足局地守恒条件的全球强迫守恒方法可以获得较高的精度；网格内质量均匀分布的阴阳网格边界

通量一致性守恒强迫计算方案，实现了在不增加计算误差条件下保证局地和全球守恒的目的，且具有很小的计算

负担，可以作为阴阳网格上全球质量强迫守恒的有效计算方案；而网格质量的线性分布可以有效提高阴阳网格的

数值积分计算精度，但在一定程度上会增加计算负担。 
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Abstract  Mass conservation is an important factor in the construction of the general circulation model on the 
quasi-uniform overset spherical Yin-Yang grid, and is also a key issue when applying the Yin-Yang grid to numerical 
models. With the help of a flux-form advection equation, we carried out a series of idealized numerical tests on a sphere to 
assess three conservative constraints in addition to the non-conservative boundary interpolation scheme. The test cases 
included a standard solid-body advection, a benchmark deformational flow, and a sine-wave advection. The results 
showed that the conservative constraint of mass property is important for global numerical integration and has an effect on 
the computational accuracy. The global conservative constraint that ensures local mass conservation gave accurate results. 
The boundary flux identification based on cell-wise mass constant distribution on the Yin-Yang grid achieved local and 
global mass conservation without either decreasing the computational accuracy or increasing computing costs. This 
algorithm is computationally efficient and can be an effective numerical scheme for mass conservative constraints on the 
overset Yin-Yang grid. However, while the boundary flux identification based on cell-wise linear distribution can improve 
the computational accuracy, it requires much more calculation time, which will limit its application in a dynamical model. 
Keywords  Yin-Yang grid, Mass conservation, Mumerical instability, Computational accuracy 
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1  引言 

  传统经纬度坐标采用了具有正交性的经纬线

刻度从而可以方便地描述球面上各点的位置和矢

量方向，但是由于极点的奇异性问题和经线在高纬

度不断靠近的缺点，极点矢量的无法表达和极区网

格距的减小严重限制数值积分时间步长的选取，成

为数值模式提高计算准确度与计算效率的一大障

碍。随着近几年高分辨率数值预报模式的发展，在

格点模式中极点奇异性和网格距悬殊的问题变得

尤为突出，因为网格距的南北差异随着模式分辨 
率的提高而放大，严重限制了模式的积分时间步

长，并造成了计算时间的浪费。这种悬殊的格距也

显示出模式动力本质性的新问题：在近赤道地区描

述“宏观尺度”运动，而在极区描述“微观尺度”

运动，动力过程和物理属性有了本质的差异。经线

在髙纬地区的辐合问题可以通过数学方法(如谱方

法)加以缓解，而极点奇异性问题很难通过数学方式

来解决，只有通过选择准均匀的网格系统来克服。

通过均匀网格来改进模式的多尺度模拟能力和负

载平衡能力是一个很好的选择 (Zerroukat and Allen，
2012)，Washington et al. (2009)对极点问题的各种处

理方法给出了总结和评论，并指出对于模拟地球气

候系统寻求更均匀球面网格系统是未来解决极点

问题的重要途径。Williamson (2007) 对球面准均匀

网格做了详尽的分析和总结，球面准均匀网格主要

包括 Sadourny (1972) 早提出的“立方球网格

（Cubed grid）”，Kurihara (1965) 总结的“精简网格

（reduced grid）”或“Kurihara 网格”以及 Sadourny 
(1968) 和 Williamson (1968) 早提出的“正二十

面体网格”等，当然这些网格均比常规经纬度网格

要复杂。Kageyama and Sato (2004) 提出了一种准 
均匀无奇异重合网格系统——“阴阳网格（Yin-Yang 
grid），其利用两个完全相同的低纬球面经纬度网格

扣合而成，避免了奇异点的存在，并且网格本身的

准均匀性质有利于全球高分辨率数值模拟。 
  由于阴阳网格是一个正交的重叠网格，如其他

重叠网格一样，需要解决两个方面的问题，首先是

构建网格重合部分的数据通信，其次是保证守恒量

（总质量、总动量、总能量、总拟能等）的全球守

恒性，其中后者比前者更艰巨、更具有挑战性，满

足这些物理守恒的计算格式有助于克服数值计算

不稳定和保持长时间数值计算(纪立人等，2005；穆

穆等，2003)，而这正是大气环流模式所要求的必要

条件；而对于水汽输送和化学物质的输送，保证单

调性和正定性的数值解也是非常必要的 (Nair et al., 
2005；Peng et al., 2005)。阴阳网格的应用主要集中

在大气动力框架设计方面，如 Li et al. (2006) 在不

考虑全球守恒的情况下，利用三次拉格朗日插值方

法处理阴阳网格边界数据交换，在阴阳网格上进行

了半拉格朗日平流计算，Li et al. (2008) 利用多离

散矩有限体积方法在阴阳网格上进行了浅水波方

程试验，Baba et al. (2010) 在阴阳网格上首次发展

了三维大气环流模式动力框架并验证了二维浅  
水波方程在阴阳网格上应用的一系列理想试验，

Qaddouri (2011) 在阴阳网格上进行了非线性浅水

波方程试验，Qaddouri and Lee. (2011) 还介绍了加

拿大全球静力模式在阴阳网格系统上的发展。对于

这些理想数值试验或短期积分试验，并没有考虑阴

阳网格的质量守恒问题，而大气质量误差会对其他

物理场产生严重影响（陈嘉滨和高学杰，2000），
导致计算不稳定。Peng et al. (2006) 提出了基于网

格质量均匀分布重构的完全质量守恒算法首先实

现了球面阴阳网格的局地和全球质量守恒，并用

CIP-CSLR (Xiao et al., 2002) 半拉格朗日平流方案

在全球计算中得到了验证。该方案采用的是单元格

质量均匀分布，因此在网格边界上的质量守恒只有

一阶精度。针对这样的缺点，我们重构了单元网格

内质量的线性分布以至曲线分布，改进阴阳网格上

的质量守恒强迫算法，本文主要以 CIP-CSLR 通量

型半拉格朗日平流算法和我们开发的单元网格质

量均匀和线性分布强迫守恒方案为主要手段，评估

阴阳网格上质量守恒算法的计算效率和计算精度。 

2  阴阳网格简介 

阴阳网格 (Kageyama and Sato, 2004) 是一种球

面上的重合网格，它由两个相同的经纬度坐标系网格

组成（图 1），每个网格区域（阴或阳网格）选取球面

的低纬部分，选取范围一般是 /4 7 /4δ λ δπ − π +≤ ≤ ， 
π / 4 π / 4δ ϕ δ− − +≤ ≤ ，其中 λ ，ϕ 分别表示经

度和纬度。要保证两个分量网格相互重叠，分量网

格边界至少要扩展一个网格距，扩展大小取决于网

格分辨率，比如δ λ ϕ≡ Δ ≡ Δ ，并且出于简便一般

在两个方向扩展相同的范围大小，一个分量网格经

过旋转成为另一个分量网格，两者扣合覆盖全球，

重叠部分面积约占整个球面面积的 6%。 
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关于阴阳网格的特点在 Kageyama and Sato 
(2004)、Peng et al. (2006)、 Baba et al. (2010)、 Stan- 
iforth and Thuburn (2012) 和 Zerroukat and Allen 
(2012) 中都有相关介绍，包括网格正交性、无奇异

点、准均匀、易于区域分割和并行运算及其坐    
标转换等。当然，任何一个网格都不是完美无缺的，

阴阳网格就存在分量网格之间交叠和内部边界等

不足，不仅影响数值计算精度，而且守恒处理也比

较困难，大气模式守恒量包括质量、能量、动量等，

质量守恒是模式设计所首要考虑的，这也是本文所

要讨论的关键问题。 

3  阴阳网格平流计算和守恒强迫 
3.1  阴阳网格通量型平流计算 
  在全球大气数值模拟中平流输送过程是一种

重要的动力过程，所以平流方案的设计尤为关键。

现在大家普遍认为一个好的平流方案应该至少具

有以下几个基本性质：1）守恒性；2）精度高，数

值耗散小；3）正定性，没有明显的虚假振荡；4）
频散误差小，相速度计算精确；5）可以保持平流

量的形状或空间分布；6）计算效率比较高，但是，

很难有一个平流方案可以在所有这些方面表现得

非常完美 (Xiao et al., 2002)。通量形式的平流方程

可以很好地保证平流物理量的守恒性，从而较好地

保持数值模式计算的稳定性，经向和纬向坐标分别

用λ 和 ϕ 表示，对于任一标量 q（如水汽），在球面

上通量形式的平流方程（无源汇项）为 

( ) ( ) ( ) 0q uq vq wq
t zλ μ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
% % ， （1） 

其中， sinμ ϕ= ， 2cos / (1 )u u aϕ μ= −% ， cos /v v aϕ=% ，

u, v, w 分别表示风的三个纬向、经向和垂直方向分

量，a 表示地球半径。 
我们使用 CIP-CSLR (Conservative Semi-Lagran- 

gian with Rational function) 物质平流算法 (Xiao et 
al., 2002)，它是基于 CIP (Constrained Interpolation 
Profiles) 发展的一种保证物理场精确守恒的半拉

格朗日方法。不同于传统上不考虑导数计算的半拉

格朗日方法，它通过考虑格点一阶导数或积分值构

建 Hermit 插值多项式，形成一种紧致插值函数的平

流计算，只用一个网格单元格上的多种变量矩构造

高阶插值有理函数，有利于大规模并行计算。在求

解单元界面值时，它采用上游点处拟合出的多项式

高阶曲线的值来替换，这类似于半拉格朗日后向追

踪方法；而在计算网格单元积分平均值时，采用通

量守恒形式的方程进行更新，保证网格积分平均值

完全守恒。CIP-CSLR 方案利用了有理函数的正定

性，具有高精度、正定、保形、守恒等性质，频散、

耗散误差很小，而且不依赖人工限制条件，适合于

长期气候模拟和化学物质输送模拟。Peng et al. 
(2005) 通过试验证明 CIP-CSLR 平流算法应用于阴

阳网格上相对于常规经纬度网格上取得的平流精

度更高。 
正如其他交叠网格系统一样，在交叠区域需要

插值法 [如 Li et al.（2006）所采用的拉格朗日插值]
进行阴和阳网格区之间的数据交换，每一个分量网

格中处于交叠区域的格点分为边界网格点和内部

网格点，边界网格点上的数值通过另一个分量网格

上的内部网格点上数值插值得到。由于线性插值方

法比较简便而且能够保证边界数值单调性，而高阶

插值方法容易在大梯度区域或不连续区域引起数

图 1 （a）Yin 网格；（b）Yang 网格；（c）Yin-Yang 重叠网格 

Fig. 1  (a) Yin zone, (b) Yang zone, and (c) composite Yin-Yang grid 
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值振荡，所以本文采用双线性插值方法，这种方法

已在 Peng et al.（2006）中介绍。 
3.2  阴阳网格守恒强迫方法简介 

阴阳网格由两个相同网格区交错扣合而成，当

平流量在单个网格区内平流时，由于 CIP-CSLR 平

流算法本身具有守恒性，可以保证局地质量守恒，

然而当平流量穿越网格区边界时，会发生质量变化

和计算误差增大，因此如何重构边界处的质量守恒

显得非常重要，也是十分必要的。所以在平流输送

过程中，考虑阴阳网格上的全球质量守恒我们采用

三种计算方法：第一种是人为限制每一积分时间步

上的质量总体变化为零（manual mass-variation 
vanish，缩写为 MV），这种方法在每一时间步上将

总质量与初始总质量的差值平均分配到每一个网

格内，从而修正各个网格内的质量使得总质量不发

生改变，这种方法属于一种人为的限制条件；第二

种和第三种较为客观，即强迫阴阳网格边界通量收

支平衡，进而修正边界网格上的通量，差别在于前

者计算边界通量时假定网格内质量均匀分布（piece- 
wise mass constant distribution，缩写为 MC），与时

间层次无关，所以计算量相对较小；而后者在边界

通量计算时考虑网格内质量呈双线性分布（piece- 
wise mass linear distribution，缩写为 ML），需要每

个时次上重构质量计算，所以在可能提高计算精度

的同时也会导致计算量增加。下面我们通过数值理

想试验对这三种守恒方案进行评估，并且为了便于

比较我们还给出没有守恒强迫（仅对阴阳网格边界

进行插值，non-consevative interpolation，缩写为 
NC）条件下的数值理想试验结果。 

4  数值理想试验 

  本文采用球面浅水方程 为广泛使用的刚体旋

转试验和变形流试验，对非守恒方案和三种守恒方

案进行计算结果分析与评估。球面刚体旋转试验是

Williamson et al. (1992) 提出的一组全球浅水模式的

标准测试试验之一，变形流试验是一种相对刚体平

流更为严格的试验，其考虑一个球面旋转变形的涡

流随着时间变化使流体发生变形而产生很大的空间

梯度，观察涡流的演变情况、评估数值方案的描述

能力。因为影响计算误差主要在于阴阳网格的重合

部分，所以我们将注意力关注在阴阳网格重合部分。 
  根据 Williamson et al. (1992) 的定义，平流量

的全球积分公式为 

7 / 4 / 4

yin/ 4 / 4

7 / 4 / 4

yang 0/ 4 / 4

1( ) ( , ) cos d d
4
1        ( , ) cos d d ,

4

I q q

q I

λ ϕ ϕ λ ϕ

λ ϕ ϕ λ ϕ

−

−

= +

−

∫ ∫

∫ ∫

π π

π π

π π

π π

π

π

（2） 

其中 

0 yinoverset

yangoverset

1 ( , )cos d d
4
1     ( , )cos d d

4

I q

q

λ ϕ ϕ λ ϕ

λ ϕ ϕ λ ϕ

= =∫∫

∫∫
π

π

                （3） 

是重叠部分积分值，归一化误差公式有
 

1

[ ( , ) ( , ) ]
( ) ,

[ ( , ) ]
T

T

I q q
L q

I q
λ ϕ λ ϕ

λ ϕ
−

=              （4） 

{ }
{ }

1/ 22

2 1/ 22

[ ( , ) ( , )]
( ) ,

[ ( , )]

T

T

I q q
L q

I q

λ ϕ λ ϕ

λ ϕ

−
=                   （5） 

yin yin,

yang yang,
inf

yin, yang,

( , ) ( , ) ,
max

( , ) ( , )
( ) ,

max[ ( , ) , ( , ) ]

T

T

T T

q q

q q
L q

q q

λ ϕ λ ϕ

λ ϕ λ ϕ

λ ϕ λ ϕ

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦=       （6） 

其中 yin, ( , )Tq λ ϕ 和 yang, ( , )Tq λ ϕ 是阴阳网格平流量真

值解。 
4.1  刚体平流试验 

Williamson et al. (1992) 提出一种在无辐散风

场中二维刚体“余弦钟”平流试验，由于采用无辐

散风场，平流过程中“余弦钟”应保持不变形。这

个试验经常被用来测试全球平流计算方案。标量的

初始分布为 

[ ]1 1 cos(π / ) ,   
( , ) 2

0,                              

r R r R
q

r R
λ ϕ

⎧ + <⎪= ⎨
⎪⎩ ≥

（7） 

这里 [ ]1
0 0 0cos sin sin cos cos cos( )r a ϕ ϕ ϕ ϕ λ λ−= ⋅ + −

表示 ( , )λ ϕ 与“余弦钟”中心 0 0( , )λ ϕ 的大圆距离，

“余弦钟”中心初始位于 0 π / 2λ = , 0 0ϕ = （赤道

上）， / 3R a= ，a 是地球半径。定常无辐散风场为 
0

0

(cos cos sin cos sin ),
sin sin ,

u u
v u

ϕ α ϕ λ α
λ ϕ

= +⎧
⎨ = −⎩

    （8） 

其中 0 2π /(12d)u a= ，即“余弦钟”平流 12 天可绕

地球大圆旋转一圈，α 为旋转轴与球坐标系极轴的

夹角，用以调整旋转方向，α =0°表示沿赤道平面

旋转，α =90°表示跨越极点旋转。本文试验选择

α =90°和α =45°，以让余弦钟尽可能多次通过阴阳

网格重合部分。 
本试验选择分辨率为 1.125°×1.125°（相当于

80×240×2 个格点），Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
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数选为 1.0，α =90°时，积分步长为 3240 s，没有守

恒强迫（NC）和三种守恒方法（MV，MC 和 ML）
下的全球积分总质量和归一化误差 (L2，Linf) 随时

间演变如图 2 所示，在每一个网格区域内各种误差

在靠近赤道时减小，远离赤道时增大，在非守恒条

件下，当“余弦钟”穿越阴阳网格边界时全球总质

量和各种误差发生跳跃，而在三种守恒方案下，全

球总质量保持守恒，当刚体通过阴阳网格边界时，

误差也会发生脉冲式的跳跃，可见阴阳网格边界处

的耦合处理是十分重要的。为便于比较，图 3 给出

图 2  “余弦钟”试验：NC 方法（a），MV 方法（b），MC 方法（c）和 ML 方法（d）下全球积分总质量（左纵坐标）和误差（右纵坐标）随时间

演变（α=90°, Δt=3240 s） 

Fig. 2  “Cosine bell” poleward advection test: The temporal evolution of global mass (left ordinate) and error (right ordinate) with schemes (a) NC, (b) MV,

(c) MC, and (d) ML (α =90°, Δt =3240 s) 

图 3 （a）MV 方法与 NC 方法误差之差，（b）MC 方法与 NC 方法误差之差，（c）ML 方法与 NC 方法误差之差以及（d）ML 方法与 MC 方法误差

之差随时间演变（α =90°，Δt =3240 s） 

Fig. 3  Time series of the error differences: (a) The error of MV minus the error of NC; (b) the error of MC minus the error of NC; (c) the error of ML minus 

the error of NC; (d) the error of ML minus the error of MC (α =90°, Δt =3240 s) 
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三种守恒方法分别与非守恒方法的误差之差随时

间的演变情况，可见守恒方法与非守恒方法的平流

误差相近（相差 大量级为 10–4 左右），即强迫守

恒限制条件不会明显影响刚体平流的误差，而人为

限制守恒方法（MV）尽管不太合理但是与边界强

迫通量守恒方法（MC 和 ML）计算误差相近，即

通过边界通量的强迫守恒对平流计算误差累积不

会造成太大的影响，而将边界单元格质量均匀分布

（MC）改为双线性分布后（ML）后计算误差有所

降低，可以改善计算精度，但是降低程度并不是很

大（量级为 10–4）（图 3d）。以上结果可能与刚体平

流试验中钟形物体面积较小有关。 
图 4 是α =45°、积分时间步长为 1620 s，非守

恒条件（NC）下和三种守恒方法（MV，MC，ML）
的“余弦钟”平流全球总质量和计算误差随时间演

变图，误差增长情况基本与α =90°时一致。为方便

比较，图 5 同样给出三种守恒方法与非守恒方法误

差之差，首先可以看出三种强迫守恒方法下的误差

增长与非守恒条件下的误差增长相似（相差量级为

10–5），可见守恒强迫方案在刚体平流试验中对计算

误差的影响较小，说明在阴阳网格边界处理中即使

没有守恒强迫，网格边界所引起的计算误差对于短

期积分而言并不明显；其次可以看出将边界网格质

量均匀分布假定（MC）改为双线性分布的质量守

恒强迫（ML）后，L2，Linf误差相应地有所降低（量

级为 10–4），对改善积分结果的计算精度有帮助，只

是误差减小量在短时间内并不是很大。当积分延长

至 96 天时，比较了 MC 方法和 NC 方法下的全球

总质量和计算误差演变情况（图略），发现 NC 条  
件下总质量不断减少，96天后总质量减少了 13.9%，

而 MC 方案可以严格保证总质量自始至终守恒；MC
与 NC 方法下的计算误差 L2和 Linf之差值呈线性下

降，在第 96 天 L2 的差值达到－0.003，改善了 1%，

Linf的差值达到－0.018，改善了 4.5%，说明质量强

迫守恒方案在长期积分过程中是非常必要的，并且

相对非守恒方案，强迫守恒方案对计算精度的改善

也会随积分时间增加而越来越明显。 
通过以上比较我们可以看出，尽管强迫守恒方

法下的平流误差相对于非守恒条件下的平流误差

的改善在短时间内并非十分显著，但是在数值模式

长期积分过程中，如气候模拟，这种改善就会累积

而产生明显效果，从而影响模式的积分稳定性。因

此我们要尽量保证全球总质量的守恒，而且好的数

值方案应该尽量少的依靠人工加入的限制条件，同

时考虑到计算效率和对计算资源的要求，我们选择

计算量相对较小、完全守恒的阴阳网格边界单元格

质量均匀分布强迫守恒（MC）的计算方案更具有

实际意义。图 6 给出这种方法下“余弦钟”在阴阳

网格上向极地方向旋转情况（α =90°，80×240×2
个网格， tΔ =3240 s）下绕地球一圈的平流计算结

果，可以看出“余弦钟”在平流过程中能够很好的

保持初始形状，而且四次经过阴阳网格重叠部分时

图 4  同图 2，但α =45°，Δt =1620 s 

Fig. 4  Same as in Fig. 2, but for α =45°, Δt =1620 s
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（b, c, e, f）也未发生太大的形变，经过 12 天平流

后可以很好地保持原状回到初始位置（图 7），阴阳

网格完全避免了常规经纬度网格存在的坐标奇异

和极区经线辐合问题。为了分析边界守恒强迫下这

种平流计算的收敛性，表 1 给出这种方法不同分辨

率下“余弦钟”沿经向旋转一圈后的计算误差（即

day=12 d），可以看出当空间分辨率提高后计算误差

呈三阶递减速度收敛，同时进一步说明了阴阳网格

在全球高分辨率数值模拟中具有广阔的应用前景。 
4.2  变形流试验 
  变形流试验也叫球面锋生试验（Nair et al.,1999; 
Peng et al., 2006），是 Doswell (1984) 涡旋问题的一

种演变 (Nair and Machenhauer, 2002; Nair et al., 
2002)，在旋转坐标系上两个对称的涡旋同时生成。

图 5  同图 3，但α =45°，Δt =1620 s 

Fig. 5  Same as in Fig. 3, but for α =45°，Δt=1620 s 

图 6  边界网格标量均匀分布强迫守恒（MC）方法下“余弦钟”跨越极点旋转，分辨率是 1.125°×1.125°，旋转依次是 a→b→c→d→e→f→a，其

中 b，c，e，f 穿过阴阳网格重合部分（等值线为平流量分布大小，其值从 0.1 到 0.9，间隔 0.1） 

Fig. 6  Contour plots of the “Cosine bell” during the poleward advection with a resolution of 1.125°×1.125° with scheme MC. The contours are plotted from 

0.1 to 0.9 with an interval of 0.1. The bell’s rotation direction is a→b→c→d→e→f→a, and the bell passes the overlapping border four times in b, c, e, f  
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相对于前面的刚体平流试验，这个试验更为严格，

其考虑在一个平直的气流上加上变形的涡度流以

测试其随时间演变情况。 

表 1  边界网格均匀分布强迫守恒（MC）方法下不同分辨

率的各种归一化误差（CFL 数=0.5, α =90°, day=12 d） 
Table 1  Normalized errors for different resolutions with 
scheme MC (CFL number=0.5, α =90°, day=12 d) 

分辨率 L1 L2 Linf 

16×48×2 0.4882 0.306374 0.295176 

32×96×2 0.150597 0.0978895 0.117544 

64×192×2 0.0487097 0.0289484 0.0447983 

 在旋转坐标系 ( , )λ ϕ′ ′ 下将极点放在 (π 0.025,+  

π / 2.2)，稳定的涡度风场：切线方向速度为 

2d 3 3cos tan h( )sec h ( )
d 2tV r r
t

λϕ
′

′ ′ ′≡ = ， （9） 

径向速度 d / dV tϕ′ ′≡ 为零，其中 0 cosr r ϕ′ ′= 是距涡

旋中心的距离， 30 =r 。角速度定义为 
/ ,   0

( )
0,         0

tV r r
r

ϖ ϕ
′ ′ ≠⎧′ ′ = ⎨ ′ =⎩

               （10） 

锋生的解析表达式为 

( , , ) 1 tanh sin( )
d
rq t tλ ϕ λ ϖ
′⎡ ⎤′ ′ ′ ′= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

，   （11） 

其中 d=5 是平滑参数，初始值为 ( , ,0)q λ ϕ′ ′ 。关于

旋转坐标系 ( , )λ ϕ′ ′ 与球面坐标系 ( , )λ ϕ 之间的具体

转换详见 Nair et al.（1999）。

 

本试验中，阴阳网格计算网格数为 80×240×
2，相当于分辨率是 1.125º×1.125º，积分时间为

3=t 。初始场和积分 3 个时间单位后的数值解及  
其解析解如图 8 所示，可以看出无论强迫守恒与 
否，所有计算结果均较好的给出了变形流的演变过

程，且计算误差相差不大，较好地给出了涡旋的结

构、位置和演变过程，这一点和刚体平流试验的结

果相似。图 9 给出非守恒条件与三种守恒方案下变

形流试验全球总质量及其误差随时间演变情况，除

了非守恒条件不能保证全球总质量守恒外，三种守

恒方案均能保证总质量守恒，而且它们的计算误差

均相差不大。类似刚体平流试验，在短期积分中这

种守恒性与非守恒性的差异表现不明显，但在长期

数值预报与模拟中质量的不守恒则会导致计算的

不稳定甚至中断，因此强迫守恒方法对我们而言具

有实际应用价值。在三种守恒方案中，MV 方案采

用了武断地余额平均分配法处理，虽然保证了全球

质量守恒，但无法保证局地质量守恒；MC 方案则

是根据流体的数学物理特性来强迫的，同时保证了

全球和局地质量守恒，而且计算量较小，适合于实

际应用；ML 方法更好地考虑了网格内质量的次网

格变化，可以获得更好的计算精度，同时保证了全

球和局地质量守恒，但是由于网格内质量的次网格

分布与时间相关，这种强迫所需的计算量大大超过

MC 方法，所以需要在权衡计算能力和计算效果的

图 7  边界网格均匀分布强迫守恒（MC）方法下“余弦钟”绕过极点旋转 12 天后的数值解（等值线，从 0.1 到 0.9，间隔 0.1）及其数值解与解析

解的差值（阴影） 

Fig. 7  Numerical solution (contour) and the difference between the numerical and analytical solutions (shaded area) for the “Cosine bell” after one poleward 

revolution on the Yin-Yang grid with a resolution of 1.125°×1.125° with scheme MC. The contours are plotted from 0.1 to 0.9 with an interval of 0.1 
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基础上来决定是否应用 ML 方法。考虑到计算省时

性，我们建议采用边界网格质量均匀分布强迫守恒

（MC）方法，这种方法能够完全保证阴阳网格上

局地和全球质量守恒，而且计算负担比较小，适合

图 8  变形流试验结果：（a）t=0 时刻初始场；（b）t=3 时刻解析解；t=3 时刻 NC 条件（c），MV 方法（d），MC 方法（e），ML 方法（f）下的数值

解（等值线）及其与解析解的差值（阴影） 

Fig. 8  Results of the deformational flow test: (a) The initial condition; (b) the analytical solution at t=3; the numerical solutions (contour) and the differences

(shaded area) between the numerical and analytical solutions with schemes (c) NC, (d) MV, (e) MC, and (f) ML at t=3. 80×240×2 computational grids are

used in the simulation  
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长期气候模拟以及高分辨率数值模拟。 
4.3  正弦波试验 

前面通过各种平流理想试验评估了各种计算

方案的计算性能，下面不再考虑非守恒条件计算方

案，我们验证三种守恒算法的收敛性，采用相对刚

体平流更为平缓的正弦波平流（Li et al., 2008），归

一化误差依然选择 L1，L2 和 Linf，试验中选择 CFL= 
0.5。 

初始高度场定义为 
2

0( , ) cos sin( )h h kλ ϕ ϕ λ=       （12） 
其中，参数 h0=1，波数 k=4。注意到这种高度场中

波峰为正值，波谷为负值，所以本试验不再考虑正

定性。风场与试验一风场相同，试验选择三种不同

分辨率，正弦波平流 12 天后的误差分别如表 2、表

3 和表 4 所示，三种强迫守恒方案下各种误差收敛 
  

表 2  MV 方案下各种归一化误差及其收敛阶数（CFL 数= 
0.5, α = 0°）  
Table 2 Normalized errors and convergence rates with 
scheme MV (CFL number=0.5, α = 0°) 

分辨率 L1 L1 阶数 L2 L2 阶数 Linf Lin阶数

16×48×2 0.0939668 —— 0.0944042 —— 0.120565 ——

32×96×2 0.031119 1.59 0.0322394 1.55 0.0602997 1.0 

64×192×2 0.0115692 1.43 0.0123972 1.28 0.0303725 0.99 

性比较相近，L1 和 L2 误差的收敛阶数相近，大概是

1.5左右，而Linf误差收敛阶数相对较小只有1阶精度。 

表 3  MC 方案下各种归一化误差及其收敛阶数 (CFL 数= 
0.5, α =0°) 
Table 3 Normalized errors and convergence rates with 
scheme MC (CFL number=0.5, a =0°) 

分辨率 L1 L1阶数 L2 L2阶数 Linf Linf阶数

16×48×2 0.0966441 —— 0.0963329 —— 0.1402 —— 

32×96×2 0.0314581 1.62 0.0325889 1.56 0.0710858 0.98 

64×192×2 0.0114069 1.46 0.0124328 1.40 0.0343862 1.05 

表 4  ML 方案下各种归一化误差及其收敛阶数（CFL 数= 
0.5, α=0°）  
Table 4  Normalized errors and convergence rates with 
scheme ML (CFL number=0.5, α =0°) 

分辨率 L1 L1阶数 L2 L2阶数 Linf Linf阶数

16×48×2 0.0959031 —— 0.095015 —— 0.134308 —— 

32×96×2 0.0314294 1.61 0.0324926 1.55 0.0666011 1.01 

64×192×2 0.0113987 1.46 0.0123975 1.39 0.031906 1.06 

5  结论 

本文针对通量形式平流方程，在球面坐标上采

用浅水方程通过平流理想数值试验对阴阳网格上

的三种强迫质量守恒方案进行了数值检验，并与非

守恒方案进行了对比，结果表明，阴阳网格上的三

图 9  变形流试验误差：NC 条件（a），MV 方法（b），MC 方法（c），ML 方法（d）下的全球积分总质量（左纵坐标）及其误差（右纵坐标）随积

分步数的演变 

Fig. 9  Results of the deformational flow test: The temporal evolution of the total mass (left ordinate), and error (right ordinate) with schemes (a) NC, (b) MV, 

(c) MC, and (d) ML. 80×240×2 computational grids are used in the simulation  
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种强迫质量守恒方案都可以完美保证全球积分的

质量守恒，从而可以应用于大气环流模式的数值积

分中。三种守恒强迫方案中质量余额人为分配法

（MV）由于缺乏局地守恒限制，长期积分时应该

慎重；边界网格质量均匀分布强迫守恒（MC）方

案和质量线性分布（ML）方案都是在保证网格质

量的局地守恒基础上来构造全球守恒强迫的，计算

精度相对较高，在中短期积分过程中对误差累积影

响较小；ML 方案在采用次网格质量线性分布的假

设下，获得了计算精度的改善，但计算量明显增加，

在长期积分时需要根据计算资源和计算效果综合

考虑后做出选择；MC 方案同时保证了质量的局地

和全球守恒，而且边界网格质量通量的计算仅与网

格重合关系有关，不随时间变化，占用计算资源少，

适合于长期积分时使用。 
通过比较三种守恒计算方案的数值试验结果，

我们发现:（1）阴阳网格的边界质量流失并不特别

严重，可以在没有守恒强迫的情况下应用于短期预

报和模拟；（2）网格内质量均匀分布（MC）和线

性分布（ML）守恒强迫方案都具有明确的数学物

理基础，相对 MV 方法具有较好的效果，而综合考

虑长期积分时误差积累、计算稳定性、计算精度和

计算成本，MC 方案更具有实际应用价值。 
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