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摘  要  将 Lorenz 方程及其导出的误差方程作为联立方程（即全误差方程）来研究误差的性质，结果表明联立

方程可以变换为一个特殊的算子方程，误差轨线将收敛于一个有限的区域；此外联立方程对应的流的散度为负

值，因此其在相空间中的体积不断收缩，最终趋向一个低纬曲面；联立方程的这两个性质使得 Lorenz 系统中初

始误差不会无限放大，而是趋于一个吸引子。误差在吸引子上的概率分布是确定的，因此平均的绝对误差趋于

常数，这个结果可以用来解释小初始误差经过一段时间的发展之后，趋向饱和的现象。利用稳定性分析方法研

究了误差吸引中心的位置和个数，并使用数值试验进行了验证，结果显示误差吸引子的结构与解的吸引子位置、

数量和结构均有不同。最后本研究将针对 Lorenz 方程的误差联立方程方法拓展到一般的常微分动力系统，展示

了对一般误差方程的特征矩阵进行分析，研究其特征行列式性质的方法，得到了一般误差系统中稳定点和平衡

态性质与原动力系统的稳定点和平衡态性质的关系，这些结果对于认识误差系统长期的动力学行为和性质是有

意义的。 
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Abstract  The simultaneous equation from the Lorenz model and its error equation without linear approximation were 
obtained in this study. Theoretical analysis revealed that the simultaneous equation can be transformed to a special 
operator equation with a property such that all the orbits obtained from the equation will converge to a finite volume. In 
addition, the equation demonstrates that the divergence of the flow has a negative value, which implies that the volume 
of the orbit in phase space approaches zero; therefore, all points will be attracted to a low-level dimensional curve 
surface. These two properties of the simultaneous equation make the evolution of error for the Lorenz system approach 
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to an attractor. The mean absolute error is constant due to the certainty of probability density distribution of the error 
attractor; this property can be used to understand the phenomena of a small error in the Lorenz system saturating after a 
lengthy integration. The location and the number of attractor’s centers are obtained from the stability analysis method, 
and the results are validated by numerical experiments. The figure of error attractor shows that it differs from the 
solution’s attractor in location, number, and structure. Moreover, the authors demonstrated a method of extending this 
error analysis for the Lorenz equation to general ordinary differential equations (ODEs). The property of error 
equations for ODEs has been obtained, and the relationships between the locations of stable points and stability 
properties for error systems and ordinary systems are reported. 
Key words  Lorenz equation, error attractor, stability 

 
 
1  引言 
 

混沌动力系统的研究起源于 Poincare (1890)，
而后被许多研究者逐步发展和完善。在微分方程定

性理论中，Lyapunov 指数是一种常用的分析动力

系统性质的方法 (Oseledec, 1968)。Lyapunov 指数

可以刻画动力系统初始误差的整体（长期）平均增

长速率，为分析动力系统的特性提供了重要信息。

当动力系统至少存在一个正的 Lyapunov 指数时，

表示系统初始临近轨道随时间是发散的，系统是混

沌的。如果初始误差为 0δ 而允许的最大误差记为

Δ，最大 Lyapunov 指数 maxλ 可以用来定义混沌系

统的可预报期限： 

max 0

1~ lnpT
λ δ

⎛ ⎞Δ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，        （1） 

(Eckmann and Ruelle, 1985; Wolf et al. 1985; 
Lorenz, 1996)。Lyapunov 指数度量了混沌系统的

全局特征。为了研究吸引子的局部动力特征，

Yoden and Nomura (1993)、Kazantsev (1999)、
Ziehmann et al. (2000) 提出了局部或有限时间

Lyapunov 指数。相对于全局 Lyapunov 指数，局部

Lyapunov 指数可以更有效地展示吸引子的时空结

构，有明显的优越性。但为了避开非线性处理的

困难，很多局部 Lyapunov 指数都是在假定初始误

差足够小、误差的演化能够用切线性  (tangent 
linear model, TLM) 模式来描述的情况下得到的。

这就带来了一个弊端：线性近似已经被证明有很

大的局限性，特别是只能应用于误差增长的初期

一段很短的时间内。为了克服这种缺陷，非线性

局部 Lyapunov 指数方法（nonlinear local Lyapunov 
exponents, NLLE）近来被发展出来（李建平等，

2006；丁瑞强，2007；Ding and Li, 2007）。NLLE 
使用原始的非线性方程（不做线性近似）来考虑

误差的平均发展率和误差的饱和规律，得到了许

多新结果，并且能够运用到实际的天气和气候可

预报问题研究中。 
使用微分方程的定性理论在研究非线性动力

系统轨道的空间结构、混沌吸引子等方面取得了巨

大的成功，而使用非线性局部 Lyapunov 指数在研

究误差的发展规律、可预报性方面有着重要的应用

价值。以往的误差理论在误差发展规律的研究方面

多集中于切线性模式，为了避免线性近似的缺陷，

借鉴误差的非线性发展理论的做法，我们对非线性

的误差发展方程进行研究。本文将原始非线性方程

和它对应的误差方程系统合在一起看作一个广义

的微分动力系统，应用定性理论分析此误差系统长

期的动力学行为和性质，进而研究误差发展空间中

的吸引子的结构，这对认识误差发展的规律是有重

要意义的。 
 

2 Lorenz 方程的误差方程及其稳定点 
 

Lorenz (1963) 通过定性分析和数值试验指出

一个确定的非线性动力系统可以有非常复杂的解，

他所使用的 Lorenz63 方程被广泛用于混沌和可预

报性方面的研究。Lorenz63 方程可以写为                  

 

d ,
d
d ,
d
d ,
d

x x y
t
y rx y xz
t
z xy bz
t

σ σ⎧ = − +⎪
⎪
⎪ = − −⎨
⎪
⎪

= −⎪⎩

        （2） 

其中，σ、 r、 b 是无量纲常数（本文中取参        
数 10,  28.0,  8 / 3r bσ = = = ）， t 为无量纲时间。   
记 初 值 为 0 0 0( , , )x y z ， 初 值 误 差 的 向 量 为

0 0 0( , , )u v w ，t 时刻的误差为 ( , , )u v w ，则误差的发

展方程满足： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

d
,

d
d

,
d

d
,

d

x u
x u y v

t
y v

r x u y v x u z w
t

z w
x u y v b z w

t

σ σ
+⎧

= − + + +⎪
⎪
⎪ +

= + − + − + +⎨
⎪
⎪ +

= + + − +⎪
⎩

（3） 

即 

 

d ,
d
d ,
d
d ,
d

u u v
t
v ru v xw zu uw
t
w uv bw xv yu
t

σ σ⎧ = − +⎪
⎪
⎪ = − − − −⎨
⎪
⎪

= − + +⎪⎩

   （4） 

联立（2）和（4）得方程组（5）： 
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d

x x y
t
y rx y xz
t
z xy bz
t
u u v
t
v ru v xw zu uw
t
w uv bw xv yu
t

σ σ

σ σ

⎧ = − +⎪
⎪
⎪ = − −⎪
⎪
⎪ = −
⎪
⎨
⎪ = − +
⎪
⎪
⎪ = − − − −
⎪
⎪

= − + +⎪
⎩

          (5) 

共 6 个变量，有 6 个方程，可以求得 ( , , , , , )x y z u v w
的解。由于误差向量的发展与方程（2）的解向量

是紧密耦合在一起的，因此需要研究方程（5）才

能得到误差发展的规律。 
对于方程（5）可研究其稳定点问题，即求解 

0 ,
0 ,
0 ,
0 ,
0 ,
0 ,

x y
rx y xz
xy bz

u v
ru v xw zu uw
uv bw xv yu

σ σ

σ σ

= − +⎧
⎪ = − −⎪
⎪ = −⎪
⎨ = − +⎪
⎪ = − − − −
⎪

= − + +⎪⎩

       （6） 

它的解如下：对于

0,
0,
0,

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

有 3 组解：

0
0
0

u
v
w

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = −⎪⎩

，

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎪⎩

. 

对于

( )
( )

1 ,

1 ,

1,

x b r

y b r

z r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = −⎪⎩

 

有 3组解：

0
0,
0

u
v
w

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

( )
( )

1

1 ,

1

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = − +⎪⎩

( )
( )

2 1

2 1

0

u b r

v b r

w

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ =⎪⎩

. 

对于

( )
( )

1 ,

1 ,

1,

x b r

y b r

z r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎪⎩

 

有另外3组解：

0
0,
0

u
v
w

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

( )
( )

1

1 ,

1

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = − +⎪⎩

( )
( )

2 1

2 1

0

u b r

v b r

w

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ =⎪⎩

. 

不考虑 (x, y, z) 的变化，只考虑 (u, v, w) 的
吸引中心，可以发现误差的吸引子的中心有 7 个（9
个解中去掉 2 个重合的误差中心点），分别为 

0
0
0

u
v
w

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

，

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = − +⎪⎩

，

( )
( )

2 1

2 1

0

u b r

v b r

w

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ =⎪⎩

，

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = − +⎪⎩

，

( )
( )

2 1

2 1

0

u b r

v b r

w

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ =⎪⎩

，

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎪⎩

，

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = −⎪⎩

. 若只研究 ( , )u v 的二维图形，不考 

虑w 的变化则为 5 个中心区，这与解的吸引子中心

在位置和数量上是不同的（解的定点个数为 3）。 
图 1a 为通过数值试验得到的误差( , ,u v w )在

( ,u v )平面上的投影，可见较为明显的有 5 个中心

区（由于不考虑w 的作用， 

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = − +⎪⎩

与

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎪⎩

重合； 
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( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = − +⎪⎩

与

( )
( )

1

1

1

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = −⎪⎩

重合）， 

与图 1b 中解 ( , , )x y z 在 (x, y) 平面上投影明显不同，

图 1b 中的中心区域可以明显地看出来为 3 个（0 点  
及两个吸引子中心）。误差的图像中除了中心区的位

置和数量不同，轨迹的分布形式也更为复杂。 
 

3  误差方程定点附近的稳定性分析 
 
方程（5）一共有 9 个平衡点，知道了这些平

衡点后，可以用经典的微分方程理论分析方程（5）
在平衡点附近的变化趋势。对方程（5）在定点附

近做小参数展开，略去高阶项得 
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d
d ,
d

x' x' y'
t
y' rx' y' x'z xz'
t
z' x'y xy' bz'
t
u' u' v'
t
v' ru' v' x'w xw' z'u zu' u'w uw'
t
w' u'v uv' bw' x'v xv' y'u yu'
t

σ σ

σ σ

⎧ = −⎪
⎪
⎪ = − − −⎪
⎪
⎪ = + −
⎪
⎨
⎪ = − +
⎪
⎪
⎪ = − − − − − − −
⎪
⎪

= + − + + + +⎪
⎩

（7） 

它的线性化矩阵为： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0
1 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

0 1
0

r z x
y x b

w u r z w x u
v u y v x u b

σ σ

σ σ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − − − −
⎢ ⎥

+ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

.（8） 

对于 
0
0
0

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

且

0,
0,
0,

u
v
w

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

线性化矩阵（8）变为 
0 0 0 0

1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

r
b

r
b

σ σ

σ σ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

，    （9） 

它的特征值为λ，特征方程为 

( ) ( ) ( ) 22 2 1 1 0b rλ λ σ λ σ⎡ ⎤+ + + + − =⎣ ⎦ . 

特征方程的解为 

 ( ) ( ) ( )2
1 2,3, 1 1 4 1 / 2b rλ λ σ σ σ= − = − + ± + + − ， 

( ) ( ) ( )2
4 5,6, 1 1 4 1 / 2b rλ λ σ σ σ= − = − + ± + + − . 

当 1r < 时，是稳定吸引点； 1r = 时，为分叉点； 1r >
时，原点变为不稳定鞍点，同时出现新的平衡态。 

对于第二组解 

0
0
0

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

且

( )
( )

1 ,

1 ,

1,

u b r

v b r

w r

⎧ = −
⎪
⎪ = −⎨
⎪ = −⎪⎩

 

方程（8）变为 

( )
( ) ( )

0 0 0 0
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1

r
b

w u b r

v u b r b r b

σ σ

σ σ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

（10） 
方程（10）的特征方程为 

3 2

2

( 1) ( ) 2 ( 1) ( )

( 1) (1 ) 0.                                11

b r b b r b

r

λ σ λ σ λ σ λ

λ σ λ σ

⎡ ⎤+ + + + + + − + ⋅⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + + − =⎣ ⎦ ()

 

对于第三组解 

0
0
0

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

且

( )
( )

1 ,

1 ,

1,

u b r

v b r

w r

⎧ = − −
⎪
⎪ = − −⎨
⎪ = −⎪⎩

 

方程（8）变为 

( )
( ) ( )

0 0 0 0
1 0 0 0 0

0 0 0 0 0
,0 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1

r
b

w u b r

v u b r b r b

σ σ

σ σ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

（12） 
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（13）

方程（12）的特征方程为 
3 2

2

( 1) ( ) 2 ( 1) ( )

( 1) (1 ) 0.                               

b r b b r b

r

λ σ λ σ λ σ λ

λ σ λ σ

⎡ ⎤+ + + + + + − + ⋅⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + + − =⎣ ⎦

     

对其它的 6 组解，重复这个过程可以发现：虽

然线性化矩阵的阶数为 6，但方程（8）特征根的值

与 Lorenz 方程的特征根值是一样的（详细证明见第

5 节）。在进行稳定性分析时，关注的是复数根中实

部的正负号问题，以确定系统是渐近稳定还是发

散，因此关于 Lorenz 方程中 r 的取值范围经典分析

也适用于这个误差方程。即当1 24.74r< < 时，有稳

定的平衡态， 24.74r > 时为混沌状态。 

4  误差方程的吸引性质 

 证明一个光滑的微分动力系统存在吸引子和

存在混沌吸引子是两个不同的问题。一般来说，证

明存在吸引子只需要证明其轨道收敛到一个不变

的点集即可。而混沌吸引子除了这个要求以外还

需要证明其对初值的敏感性，因此是更为困难的。

混沌吸引子的存在性证明一般使用的是 Silnikov
方法或判据 (Silva, 1993)，而吸引子的存在性证

明可以采用丑纪范（1983）、李建平和丑纪范

（1997）的方法。 
 对方程组（5）做如下变换： 

,
,

,
,
,

,

X x
Y y
Z z r
U x u
V y v
W z w r

σ

σ

=⎧
⎪ =⎪
⎪ = − −⎪
⎨ = +⎪
⎪ = +
⎪

= + − −⎪⎩

 

得到 
d 0,
d
d 0,
d
d ( ),
d
d 0,
d

d 0,
d
d ( ).
d

X X Y
t
Y X Y XZ
t
Z XY bZ b r
t
U U V
t

V U V UW
t
W UV bW b r
t

σ σ

σ

σ

σ σ

σ

σ

⎧ + − =⎪
⎪
⎪ + + + =⎪
⎪
⎪ − + = − +
⎪
⎨
⎪ + − =
⎪
⎪
⎪ + + + =
⎪
⎪

− + = − +⎪
⎩

  （14） 

记算子 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ，

图 1  方程（5）计算所得的 [ ]0,100t∈ 时刻的数值解，初值为 ( ) ( )0 0 0, , 5,10,5x y z = 、 ( ) ( )0 0 0, , 0.01,0.01,0.01u v w = （红色虚线所示区域为稳定点的

位置）：（a）误差( , ,u v w )在( ,u v )平面上的投影；（b）变量( , ,x y z )在( ,x y )平面上的投影 

Fig. 1 The solution of Equation 5 for time [0,100]t∈  with the initial condition 0 0 0( , , ) (5,10,5)x y z =  and 0 0 0( , , ) (0.01,0.01,0.01)u v w = (the red dashed 

line indicates the location of the stable points)：(a) The projection of error ( , ,u v w ) in ( ,u v ) plane；(b) the projection of the variable ( , ,x y z ) in ( ,x y ) plane
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0 0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

X
X

U
U

σ
σ

σ
σ

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

N ， 

0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

b

b

σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

L ， 

X
Y
Z
U
V
W

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

ϕ ， 

( )

( )

0
0

0
0

b r

b r

σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− +

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

ξ . 

则方程（14）可以改写为算子方程： 
d ( )
dt

+ + =B N Lϕ ϕ ξ .      （15） 

定义内积： 
( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, X X YY Z Z U U VV WWϕ ϕ = + + + + + ， 
若对任意 *ϕ ， 

* * *( , ) ( , )A Aϕ ϕ ϕ ϕ= ， 
则称 *A 为 A 的伴随算子。特别地是， 

( ) 22 2 2 2 2 2, X Y Z U V Wϕ ϕ ϕ= + + + + + = ， 
这是相空间中点ϕ同原点的距离。对 B、N、L分别

求出其伴随算子，有： 
B*=B，L*=L，N*=-N. 

又根据内积的定义知： 
( ) 2 2 2 2,  X Y Z Uϕ ϕ = + + + +B  2 2V W+ ≥0， 

所以B为正定的，同理 L也为正定的。 
 以ϕ对方程（15）做内积有： 

( ) ( )d, , ( , ) ,
d

B N L
t
ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ⎛ ⎞ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，（16） 

由 

( , )Nϕ ϕ =0、
2dd 1,

d 2 d
B

t t
ϕϕϕ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

可得：  

( )

( ) ( )

2
2 2 2

2 2 2

d1 , ( , )
2 d

,

L X Y bZ
t

b r Z U V bW b r W

ϕ
ϕ ξ ϕ ϕ σ

σ σ σ

= − = − − − −

+ − − − − + （17）
 

因为 
( )

( )

2 2 2 2

2 2 0

X Y bZ b r Z U

V bW b r W

σ σ σ

σ

+ + + + + +

+ + + =
  

（18）
 

是一个6维的椭球，这个椭球外的点使得
2d / d 0,tϕ <

现在寻找一个 6 维的球体 
2 2 2 2 2 2 2R X Y Z U V W= + + + + + ， （19） 

其中 R 为半径，使得它刚好将公式（18）所定义的椭

球包含在内。这实际上是求解 R2 在公式（18）约束

下的条件极值问题，使用拉格朗日乘数法可以解出来

R2数值。由于距离原点大于 R 点也在椭球（18）的外

面，因此
2d / d 0tϕ < ，即向 R2所定义的球内收缩；

而距离原点小于R的点也无法跑到R2所定义的球外。 
Kalnay (2002) 研究Lorenz63 模型时以流的散度 

( )1x y z b
x y z

σ∂ ∂ ∂
+ + = − + +

∂ ∂ ∂
& & &

 

来研究方程（2）的耗散性。仿照 Kalnay (2002) 的
做法，可以定义公式（14）对应的散度： 

( )

div

            2 1 82 / 3,

x y z u v w
x y z u v w

bσ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = + + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + = −

& & & & &&
V

 

因此 t→∞每个小的体积元都缩小到 0（缩成一个曲

面）。最终，误差方程描述的轨道都趋向于R2所定义的

球内的一个低维曲面上，即误差方程存在全局吸引子。 
由于全局吸引子的存在，动力系统的长期状态

取决于吸引子的性质，与初值无关。而且可以据此

研究许多误差方程的数学性质，例如： 
定理：当 t→∞时 Lorenz 误差方程的平均绝对误差

趋于常数。 
证明：记 u v w= + +u v wE i j k 表示误差向量，定义模

2 2 2u v w u v w= + + = + +u v wE i j k  

为误差的绝对值，而 t→∞时误差在吸引子空间的概

率分布函数为 ( , , , , , )p u v w x y z ，则误差的平均值为： 
2 2 2 .

    ( , , , , , )d d d d d d ,

E u v w

p u v w x y z u v w x y z

= + +∫∫∫ ∫∫∫
（20）

 

其中积分区域为公式（19）所定义的球内，当

( ), , , , ,p u v w x y z 确定时，E 为常数，可以称为平
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均饱和误差。 

5  一般误差方程的平衡点及其附近的
稳定性问题 

 
定义一个常微分系统： 

( )

( )

( )

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

d , , , ,
d

d , , , ,
d

d
, , , ,

d

n

n

n
n n

x F x x x
t

x F x x x
t

x
F x x x

t

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

L

L

M

L

      （21） 

其中 ( )1 2, , ,i nF x x xL 为函数。方程（21）对应的定

点问题为： 
( )
( )

( )

1 1 2

2 1 2

1 2

0 , , , ,
0 , , , ,

0 , , , .

n

n

n n

F x x x
F x x x

F x x x

⎧ =
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

L

L

M

L

       （22） 

设求解方程组（22）得到的稳定点为 m 个，其中第

k 个稳定点记为 1 2( , , , )k k k k
nX X X= LX ，则方程组

（21）对应的误差发展系统为： 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

1 1
1 1 1 2 2

2 2
2 1 1 2 2

1 1 2 2

d , , , ,
d

d
, , , ,

d

d
, , , ,

d
d

, , , ,
d

d
, , , ,

d

d
, , , ,

d

n

n

n
n n

n n

n n

n n
n n n

x F x x x
t

x
F x x x

t

x
F x x x

t
x e

F x e x e x e
t

x e
F x e x e x e

t

x e
F x e x e x e

t

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎪
⎪
⎪
⎪

=⎪
⎪
⎨ +⎪ = + + +
⎪
⎪ +⎪ = + + +
⎪
⎪
⎪
⎪ +

= + + +⎪
⎩

L

L

M

L

L

L

M

L

 （23） 

其中 ei 为误差（注意误差不是小量），方程组（23）
对应的定点问题为： 

( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 1 2

2 1 2

1 2

1 1 1 2 2

2 1 1 2 2

1 1 2 2

0 , , , ,
0 , , , ,

0 , , , ,

0 , , , ,
0 , , , ,

0 , , , ,

n

n

n n

n n

n n

n n n

F x x x
F x x x

F x x x

F x e x e x e
F x e x e x e

F x e x e x e

⎧ =
⎪ =⎪
⎪
⎪

=⎪
⎨

= + + +⎪
⎪ = + + +
⎪
⎪
⎪ = + + +⎩

L

L

M

L

L

L

M

L

       (24) 

可以看出方程组（24）中的前 n 个方程构成的方程

组同方程组（22），因此 1 2( , , , )nx x xL  的定点个数

也为m 个，且与方程组（22）的解相同。 
对方程组（24）中的后 n 个方程，做变量替换

i i iy x e= + ，转化为： 

( )
( )

( )

1 1 2

2 1 2

1 2

0 , , , ,
0 , , , ,

0 , , , .

n

n

n n

F y y y
F y y y

F y y y

⎧ =
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪ =⎩

L

L

M

L

      （25） 

可见方程组（25）同方程组（22），因此 1 2( , , , )ny y yL

的定点个数也为 m 个，且与方程组（22）的解相同。

对于 1 2( , , , )ny y yL 的第 k 个定点有如下关系： 

1 1 1

2 2 2

,

,
         

,

k

k

k
n n n

X x e

X x e

X x e

⎧ = +
⎪

= +⎪
⎨
⎪
⎪ = +⎩

M
   

其中 1≤k≤m，而 1 2( , , , )nx x xL 可以为 m 个定点中

的任意一个，即 

1 1 1

2 2 2

,

,
          

,

k l

k l

k l
n n n

X X e

X X e

X X e

⎧ = +
⎪

= +⎪
⎨
⎪
⎪ = +⎩

M
 

其中 1≤k≤m，所以 

1 1 1

2 2 2

,

,
        

,

k l

k l

k l
n n n

e X X

e X X

e X X

⎧ = −
⎪

= −⎪
⎨
⎪
⎪ = −⎩

M
 

即误差的稳定点为方程组（22）的稳定点两两做减

法的组合，有 m2 个稳定点（可能包含重根）。 
知道了误差的稳定点之后，根据动力系统稳定

性的理论，只要研究方程组（23）的线性化系统的

特征值问题，就能知道误差系统在稳定点附近的性

质。 
对应方程组（21）的线性化系数矩阵为： 

11 1

1

n

n nn

a a

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L

M O M

L

A ，      （26） 

其中 / ( )k
ij i ja F x X X= ∂ ∂ = （即每个平衡点处，给出

一套 ija ，这里只考虑 1 阶线性化的情形）。而对于
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误差方程组（23），线性化系数矩阵为： 

11 1

1

11 1 11 1

1 1

0 0

0 0

n

n nn

n n

n nn n nn

a a

a a
c c b b

c c b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L L

M O M M O M

L L

L L

M O M M O M

L L

，  （27） 

其中 ( )/ l
ij i jb F x X X= ∂ ∂ = ，且记 

11 1

1

n

n nn

b b

b b

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L

M O M

L

β .  

 矩阵（26）对应的特征值方程为 0− =I Aλ ，每

个定点对应一组特征值 ( )1 2, , , nλ λ λ= Lλ ，共有 m
组。误差方程（ 27）的特征值方程可化为：

( )( ) 0− − =I A Iλ λ β ，而 ( ) 0− =Iλ β 得到的 m 组

特征值为 0− =I Aλ 得到的 m 组特征值的另一个排

列，因此并没有产生新的特征值，而且最大的特征

值 maxλ 也相同，因此对于矩阵（26）中各参数的取

值而引起的平衡点特性的结果，也适用于误差方

程。 
 
6  小结 
 

将 Lorenz 方程及其导出的误差方程作为联立

方程来研究误差的性质，对联立方程的稳定性分析

表明，Lorenz 系统的全误差方程共有 9 个平衡点，

如果只考虑误差定点的位置（不考虑解的定点位

置），那么误差的平衡点为 7 个。误差方程可以改

写为一个特殊的算子方程，误差轨线将收敛于一个

有限的区域，此外误差方程对应的流的散度为负

值，因此其在相空间中的体积不断收缩，最终趋向

一个低纬曲面，在相空间中趋向于体积为 0 的不变

点集，因此误差方程具有吸引子。当 t→∞时，误

差 ( , ,u v w ) 的轨迹在吸引域中的概率分布是确定

的，因此平均饱和误差 E 是确定的常数。这个结果

可以解释小初始误差经过一段时间的发展之后，趋

向饱和的现象。 
除了讨论 Lorenz 方程，本文还把针对 Lorenz

方程的误差联立方程方法拓展到一般的常微分动

力系统，展示了对一般误差方程的特征矩阵进行分

析研究其特征行列式性质的方法，得到了一般误差

系统中相应的稳定点和平衡态性质与原动力系统

的稳定点和平衡态性质的关系。结果表明，误差方

程对应的特征方程并没有引入与原方程不同的特

征值，而只排列顺序上有所不同，因此原方程的稳

定性分析和判据也适用于误差方程。 
将全误差方程看作一个广义的微分动力系  

统来进行研究的好处是明显的，这使得我们可以 
将全部的研究动力系统的理论、方法和工具直接  
用于误差的研究和分析。应用定性理论分析全误 
差系统长期的动力学行为和性质，进而研究误差 
发展空间中的吸引子的结构，这对认识误差发   
展的规律是有重要意义的。本文的研究中得到了

Lorenz 系统误差发展的平衡点、稳定性判据、吸  
引性质等以前未被误差增长理论所描述的性质，其

结果除了可以解释平均饱和误差趋于常数的现象

外，还可以进一步用来讨论预报期限等可预报性问

题。本文只证明了误差方程具有全局的吸引子，更

进一步可以使用 Silnikov 方法来研究这个吸引子是

否为混沌吸引子，这些问题将在下一步的工作中予

以研究。 
 
致谢  感谢两名审稿人提出的细致而且有价值的建议，对提

高本文质量有很大帮助。 
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