
第11卷第3
2006年 5

    气 候 与 环 境 研 究
Climatic and Environmental Research

Vol. 11

May

No. 3

2006

期

月
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摘 要 通过数值计算研究Lorenz非线性动力系统，探讨了非线性动力系统中初值问题的解对时间步长和

计算精度的依赖关系，从新的角度研究动力系统的预报时效问题，讨论了评价舍人误差对预报时效影响程度的

方法。实验结果表明:动力系统的预报时效不仅与初值误差有关，而且在一定条件下敏感地依赖于计算采用的

时间步长和计算精度。
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Abstract    Some dependencies on machine precision and step-size in float calculation of nonlinear dynamical system

initial value question with errors are studied by using of multiple precision method for the Lorenz nonlinear equa-

tions. When using certain float point precision in computation the intrinsic maximum effective computation time can

be used to study the maximum prediction time in atmospheric science. A method based on multiple precision compu-

ting to evaluate and extend the nonlinear dynamic systems maximum prediction time is presented. From the result

we found that the predictability time is not only depend on initial error but also sensitive to the precision and the time

step-size used in the computation.
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1 引言

    数值天气预报的质量随预报时间的发展而迅

速降低，原因很多[Ill。国际上许多学者对该问题

进行了研究，最早可追溯到ThompsonE2〕在1957

年对可预报性进行的工作，Lorenz[31在1965年系

收稿日期

资助项目

作者简介

2006-03-16收到，2006-04-10收到修定稿

中国科学院知识创新工程重要方向项目KZCX3-SW-218和国家重点基础研究发展规划项目2006CB400500以及国家自然科

学基金委青年项目40305012

王鹏飞，男，1973年出生，硕士，主要从事数值模式并行计算、非线性可预报性、数值分析和大气科学数据信息系统等方

面的研究。Email; wpf)mail. iap. ac. cn



  气 候 与 环 境 研 究
Climatic and Environmental Research

  n卷
Vol. 11

统地研究了预报系统中初值差异随时间的增长问

题，平均看来，风和温度的微小误差每4天增加1

倍。1969年Lorenz [4〕利用观测资料，提出了量化
不同时刻大气相似程度的方法。其后还有许多人

进行了更细致的实验，得到的结果都表明天气尺

度的预报可能性不超过2-3周。在国内也有很多

研究人员对可预报性问题进行了研究，Chou[51对

大气可预报性和预报技巧做过研究，Mu等[61根据

实际需要提出了3类可预报性问题。

    一般来说，数值天气预报系统可以归结为使

用一套非线性微分方程来利用初值进行预报，因

此对非线性动力系统初值问题的研究结果，可以

用来探讨实际天气预报系统的一些规律。按照微

分方程的理论，符合某些要求的非线性动力系统

的解存在且唯一。数值计算是研究非线性动力系

统的一种常用方法，但是由于计算机浮点计算时

舍人误差的存在，使计算结果同时受到算法离散

误差和舍人误差的影响。Li等E71和Wang等①进
行的数值实验表明:在单精度和双精度计算条件

下，舍人误差对非线性系统的计算有着重要的影

响。穆穆等[81指出模式的可预报性研究必须考虑

机器精度的影响。

    常用的浮点计算机都提供符合IEEE-754②标

准的单精度和双精度运算，一些计算机系统能够

支持4倍精度计算。为了获得更高的浮点计算精

度，需要额外的办法，在计算机领域有专门的库

程序来实现多精度计算，常用的有:GMP (GNU

multiple-precision library)③，MPFR (The Multi-

ple Precision Floating-Point Reliable Library)④

等，另外maple⑤等应用软件也可以支持任意精度
的数值运算。本文的部分实验使用了MPFR/
GMP工具。

    在Lorenz研究可预报性问题时，把数值模式

的预报场看作初始误差，以统计的方法做预报，

得到的误差倍增时间为4天左右。后来又用1963

-1967年的实际观测资料来做计算，通过计算1

�.8天后场的平均相似程度，对误差增长率进行

估计，得到的误差增倍时间为2.5-8天。这些实

验给出了预报时效的大概时间范围，由于计算条

件的限制，在上述工作中，计算精度不可能很高，

计算时使用的积分步长也可能不是最优，而这两

点恰好对非线性动力系统的计算有至关重要的

影响。

    本文做如下研究:以Lorenz非线性动力系统

代替实际的天气预报系统进行研究。不以观测资

料为参考场，而是以多精度计算产生的更高精度

结果为参考场来评价初值误差在单精度和双精度

计算时的增长情况，找出数值模式预报时效对计

算精度和时间步长的依赖关系。

2 数值模式实验

2.1  Lorenz系统

    对Lorenz方程〔，〕

dxdt一二十。，
瓮一Yx一，一xz，
瓮一xy一I&，

(1)

其中a, Y,月为无量纲化后常数，t为无量纲时
间。考虑其混沌状态，选取参数y =28. 0为混沌

情形[‘。]，Q=10. 0,夕二8/30
    方程 (1)为非线性方程，一般没有解析解，

只能用数值方法求近似解，为了讨论其多精度解

的计算方法，以4阶龙格一库塔方法仁川为例进行计

算实验。

2.2 误差倍增时间对计算精度和时间步长的依赖

      性

    在采用Lorenz非线性动力系统进行研究时，

为了定义误差倍增时间，定义方程解的差别程度

DZ <t)为:

  Dz(‘，一丫xXzwt<Do,pi}' r,y,z ’一VIO(。，P2’〕“，(2)
其中，V为变量，VI为初值误差不为0的初值在t

时刻的计算值，V,为初值误差为0的初值在t时

刻的参考计算值 (也称为参考解)，这个参考计算

    ① Wang Pengfei, Huang Gang, Wang Zaizhi. Analysis and

Application of Multiple Precision Computation and Round-off Error

for Nonlinear Dynamic Systems, submitted to Advances in Atmos-

pheric Sciences

    ② http: //babbage. cs. qc. edu/courses/cs341/IEEE-754ref-
erences. html

    ③ http: //www. swox. com/gmp/

    ④ http: //www. mpfr. org/

    ⑤ http: //www. maplesoft. com/
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值近似等于方程的真解，A, P:为计算精度，且

P2 >P1。由于方程的真解无法得到，以下的讨论

中以VIO代替真解进行计算 (后面的计算中，以4

倍精度计算得出VIO)。初值时刻的差别程度简记

为Do，当Do 7}:0时，定义计算误差相对初始误差

的比值为Dr,

较一致 (图2a-c)，而在计算时间达到一定范围

后 (t>5. 0) Dr随时间变化的趋势相差较大 (图

2d-f)。可以看出Dr与时间的关系并不是线性关

系，这说明不能以Dr倍增时间来推测预报时效。

从图2g-i可以看出当t>3.。以后，差值变大较

明显。

    图3为初值选为 (5, 5, 10)和Do =1.0时，

误差倍增时间的计算结果。从图3可以看出计算

误差倍增时间随步长h的变化情况，当h从0.1

减小到0.00001时，倍增时间振荡增加，倍增时

间与步长有关，当步长减小到一定程度之后，倍

增时间趋向固定的值。

    上述研究表明，误差倍增时间并不是简单的

线性趋势，完全由倍增时间来估计预报时效并不

合适。

2.3 相对误差对计算精度和时间步长的依赖性

    为了讨论预报时效，定义下面的 “误差限时

间”(limit error time，简记TO，首先定义方程

解的模为

、
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本文将误差倍增时间 (double error time,
Tde)定义为使DZ (t)达到2倍D。的时刻，

次满足Dr=2的t时刻。

    图1为初值选为 ((5, 5, 10)和Do=

0.00001范围内变化时误差倍增时间的变化情况。

从图1可以看出，双精度计算，Do在选定的范围

内变化时，计算误差倍增时间随初值误差的改变

变化很小。而单精度计算时，Do在0.1-0.001

范围内变化时，计算误差倍增时间随初值误差的

改变变化很小，当D。进一步减小时，误差倍增时

间变化不规则，这是由于舍人误差和Lorenz系统

的非线性影响共同作用造成的。

    图2为初值选为 (5, 5, 10)和Do =1.0,

0.11 0.01三种情况下，计算误差与初值误差的

比值D,随时间的变化情况。从图2可以看出，在

计算初期 ((t=0.0̂ 3.0) D,随时间变化的趋势比

A，一*/艺[VIO (0, p2)〕， (4)

其中VI。的含义与 (2)式相同。

    解的相对误差L:为

LZ=D:(t>/At， (5)
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Fig. 1

计算值误差倍增时间 (T&)随初值误差的变化:(a)单精度结果;(b)双精度结果。初值为 ((5, 5, 10), y=28.0

Double error time(丁'&) corresponds to initial error, single precision (a) and double precision (b)，while initial value is (5, 5,

10) and y=28. 0
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(a) y=28.0, Do 1.0, h-0.0001 (b) y=28.0, Do 0.1, h=0.0001 (c) y=28.0, Do 0.01, h=0.0001
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图2 计算误差与初始误差的比值D，随时间的变化:(a-c) t在。到3.。范围内D,的变化;(d-f) t在。到30.。范围内Dr的变化;

(g-i)为使用D,(Do=1. o) -Dr(DO=a. D , Dr(DO一，. o) -Drmo=o.01)和Dr(DO=o.1) -Dr(DO=0.01)得到的差。初值为(5, 5, 10), y=28.0
Fig. 2  The computation error against initial error (D,) corresponds to time. Initial value is (5, 5, 10) and y=28. 0, (a-c) is the re-

sult when 0<t<3. 0，(d-f) is the result when 0<t<30. 0 and (g-i) is the difference when use D,(DO一1.0)一D,(DO =o. 1)，D,(%一1.0)一

Dr(DO=o.o1)and D,(Do=o.1)一D,(DO=o. o1)

本文将误差限时间定义为:保证初值问题数值解

与参考解的差异程度D:与解的模A，的相对误差

在某个范围内 (例如:LZ<1/10)的最大计算时

间，误差限时间与算法和步长有关。最大误差限

时间为所有步长的误差限时间中的最大值。

    图4的初值选为 (5, 5, 10)，其中图4a, b

为Do =O. 1的结果，图4c, d为Do = 0. 001的结

果。从图4可以看出计算值误差限时间随步长h

的变化情况，当h从0.1减小到0.00001的过程

中，误差限时间增大较明显。对比图4a, b和图

4c, d可见初值误差减小时，误差限时间增大明

显。对比图4c, d可见，当初值误差在一定范围

内，单精度和双精度计算时的误差限时间比较一

致。

    当初值误差进一步减小时 (图4e, f)，双精
度计算的误差限时间比单精度计算的数值要大，

而且单精度计算的误差限计算开始出现紊乱。

    图5为初值选为 (5, 5, 10)和DO =O. 1时，

L:随时间的变化情况。从图5可以看出，单精度

和双精度的计算结果 (图5a-f)在计算初期LZ
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Fig. 3

10)，

计算值误差倍增时间随步长的变化:(a)为单精度结果;(b)为双精度结果。初值为 (5, 5, 10), y=28.0, D0=0.1

Double error time (Td,) corresponds to time step-size, single precision (a) and double precision (b) while initial value is (5, 5,

y=28. 0 and the initial error Do =0. 1

随时间变化的趋势比较一致，而在计算时间达到

一定范围后LZ随时间变化的趋势相差较大。而且

可以看出L:随时间的变化与使用的计算步长有关

系，当步长从0.01减小到0.0001时，即使同样

的计算精度，在计算时间达到一定范围后，L:随

时间变化的趋势也相差较大。

    图6初值和参数选择同前，可以看出计算值
误差限时间随初值差异的变化情况。当初值误差

D。从0.1减小到。.0001的过程中，误差限时间增

大较明显。对比单精度和双精度的结果可以看出，

单精度的误差限时间最大在6. 2左右，而双精度

的最大值要大得多 (计算表明其最大值在33.2左

右)。

    对于系统是非混沌的情况，我们也进行了数

值实验 (参数y=22. 0)，结果如下:

    (1)对于坏的初值川①(某种初值，如果计算
终值依赖于计算过程中使用的计算步长和计算精

度，我们称这样的初值为 “坏的初值”，反之则称

为 “好的初值”)，误差的变化趋势初期与上面相

似，一段时间后开始摆动，最后趋向固定的差值，

根据收敛到吸引子的不同，最终差值不确定。

    图7的初值等参数同图4，但Y选22.0为非

混沌情况。从图7可以看出当h从0.1减小到

0.00001的过程中，误差限时间增大较明显，且

初值误差减小时，误差限时间增大明显。

    对比图4和图7可以看出，对于坏的初值，

其误差限时间变化与混沌情形相似。

    (2)对于好的初值，误差的变化趋势是先摆

动，随后趋向固定的差值 (图略)。

    通过本节的实验可以看出:当使用误差限时

间来评价预报时效问题时，计算精度和时间步长

对误差限时间有重要的影响。初值的准确程度对

误差限时间的影响最重要，改进初值精度是提高

预报误差限的有效方法。在初值误差小到一定程

度的时候，使用高的计算精度和小的积分步长可

以提高预报期限，使用双精度可能获得比单精度

更好的预报效果。在初值精度确定而且计算精度

确定的时候，预报期限取决于计算步长，对于本

文所用的动力系统，可以采用最优搜索方法得到

最佳的计算步长。

3 结果分析

    在研究大气运动时，有两类可预报性问题

    ① Wang Pengfei, Huang Gang, Wang Zaizhi. Analysis and

Application of Multiple Precision Computation and Round-off Error

for Nonlinear Dynamic Systems, submitted to Advances in Atmos-

pheric Sciences
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图4 计算值误差限时间随步长的变化:(a), (c),  (e)单精度结果;(b), (d), (f)双精度结果。初值为 (5, 5, 10), y=28.0,

(a)和 (b)中Do=0.1, (c)和 (d)中Do =0.001, (e)和 (f)中Do =0. 0001

Fig. 4  The relative error' s limit error time (Tie) corresponds to time step-size, single precision (a)，(c)，(e) and double precision (b)，

(d)，(f).Initial value is (5, 5, 10) and y=28. 0. Do =0.1 in (a) and (b);Do二0. 001 in (c) and (d);Do =0. 0001 in (e) and (f)

本文将其统称为理论可预报性问题。它们分别是:

初始场的不确定性对预报的影响以及模式误差对

预报的影响。

    在使用计算机对具体的数值模式进行计算时，

数值模拟的结果正确程度可以称为实际计算时的

可预报问题。容易看出，实际计算时的可预报问

题与理论可预报性、计算时的离散化误差和舍人

误差都有关系。由于实际使用的数值模式都是运

用浮点计算机进行计算的，因此对实际计算时预

报期限的研究具有重要的意义。

    对于初值误差越小，预报时效越长的非线性

系统来说，有

      Tie (e, P,)簇Tle(O,pl)三Tmect (Pi)，

其中。表示初值误差，Pi表示计算精度，Tie为误

差限时间，Tmect为使用相同误差限判据时的最大

有效计算时间，相当于Li等[71定义的MECT,

    对于确定的系统和计算精度Pi, Tmect (Pi)是

一定的，因此无论怎样改变计算方法和技巧，

Tie(e,pl)(Tmect(pl)总成立。所以只有增大计算

精度，也就是使T.,,, (p2)> T. (pi)时，Ti, (e,

p2 ) < T-}c ( p2 )，此时才有可能使Tie (e, p2) >
T. (pi)成立，即超过低阶精度的最大预报期限。
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图5   L:随时间的变化:(a), (c), (e)单精度结果，(b), (d), (f)双精度结果。初值为 (5, 5, 10), y=28.0

=0.0001, (c)和 (d)中h=0.001, (e)和 (f)中h=0. 01

Fig. 5  The relative error (L2) corresponds to time, single precision (a)，(c)，(e) and double precision (b)，(d)，

(5, 5, 10) and y=28. 0. h=0.0001 in (a) and (b);h=0. 001 in (c) and (d);h=0.01 in (e) and (f)
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计算值误差限时间随初值误差的变化:(a)单精度结果;(b)双精度结果。初值为((5, 5, 10), y=28.。

  The relative error' s limit error time (Tie) corresponds to initial error, single precision (a) and double precision (b). Initial val-

(5, 5, 10) and y=28. 0
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图7 计算值误差限时间随步长的变化:(a), (c),  (e)单精度结果;(b), (d), (f)双精度结果。初值为 (5, 5, 10), y=22.0,

(a)和 (b)中Do=0.1, (c)和 (d)中Do =0.001, (e)和 (f)中DO =O. 0001

Fig. 7  The relative error' s limit error time (TO corresponds to time step-size, single precision (a)，(c)，(e) and double precision (b)，

(d)，(f)。Initial value is (5, 5, 10) and y=22. 0. Do =0. 1 in (a) and (b);Do= 0. 001 in (c) and (d);Do =0. 0001 in (e) and (f)

这些分析表明:高的浮点计算精度和优化的计算

步长，是将复杂非线性动力系统预报时效扩展到

更长时间的一种必要条件。

    以Lorenz数值模式的计算为例:如果只需要

得到较短时间 (如t<3. 0)的时刻计算值，那么

仅考虑初值误差的影响就可以了，而如果需要得

到更长时间 (如t>8. 0)时刻计算值，就必须考

虑计算步长和计算精度的影响。也就是说如果

Lorenz系统的预报期限从较短时间提高到较长时

间或更高时，仅增加初值精度还是不够的，还需

要与之配合的优化步长和足够高的浮点精度。

    当仅知道含有误差的初值，而不知道准确的

初值时，可以定义如下的解差别程度D3 (t)为

D3 (t)一‘/Z [V, (Do, A)一Vp (Do + p2 ) ]Z

                                                    (6)

其中，V为变量，从是初值误差为D。的初值在t

时刻的计算值，V6是初值误差为Do的初值在t时

刻的参考计算值，pi. p:为计算精度，且p2 >

A 。

    定义解的模A2 (t>为

      A2(，)一，/艺[V,o(Do IP2) ]2， (7)
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由 (6)式和 ((7)式来定义解的相对误差L3为

                  L3=D3 /A2 .                (8)

    通过引人相对误差L3的计算，可以评价模拟

结果受舍人误差影响的程度，能够比较容易地得

出实际计算时预报期限的范围。此方法可操作性

较强，而且适用范围较广。可以避免理论预报期

限在应用上的一些困难，而且其得到的结论可以

和理论预报期限相互印证。

模式中，具体的实现办法和效果将是需要进一步

研究的问题。
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