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1   引言 
 

如何设计仿真程度较高，并且简便和实用的风

速脉动方案，是风工程和大气环境领域普遍关注的

问题（Jiang et al.，1999；Burton et al.，2001）。例

如，在风能技术领域，作用在风力发电机上叶片上

的载荷通常分为确定载荷和随机载荷两类，前者由
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相似分形特征。因此，基于随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数，设计了一种能够仿真自相似风速脉动的方案。其
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变化缓慢的平均风速产生，后者由叠加在稳定风速

上变化较为迅速的风速脉动（即湍流）产生。随机

载荷具有较为多样的分析方法，通常分为频域分析

和时域分析两类。人们目前已设计出了多种时域分

析方法，这些方法均需要仿真的风速脉动时间序列

作为输入。因此，时间序列的仿真设计是风力发电

机随机载荷分析的重要环节之一。 
研究表明，实际风速脉动的时间序列普遍具 

有自相似分形特征（Lovejoy and Schertzer，1986；
Schmitt et al.，1993；Syu and Kirchhoff，1993）。自

相似分形是风速脉动最为重要的特征之一，它与工

程应用中较为关心的诸多风速脉动特征之间具有

紧密的联系：其一，根据湍流的级串理论（Frisch，
1995），风速脉动功率谱密度的中高频部分普遍具

有幂函数形式，幂指数为-5/3，此特征习惯上称为

“-5/3” 律。风速脉动的自相似特征与 “-5/3” 律有

一一对应的关系（West and Schlesinger，1990）。其

二，风速脉动的高频变化往往具有间歇性特征，这

种特征会对风能发电量的预报带来困难，也会对风

力发电机产生额外载荷（Peinke et al.，2004）。理论

分析表明，风速脉动的自相似特征与其间歇性特征

之间有紧密的联系（Mandelbrot，1974）。其三，自

相似特征实际上反映了时间序列中的关联特征

（Feder，1988），这对发展风能领域内的各种预报

技术有所帮助。 
风速脉动时间序列的仿真方法主要有线性滤

波法（Mignoler and Spanos，1987）和谐波合成法

（Shinozuka and Jan，1972）。谐波合成法仿真程度

较高，但效率较低，不适用于需要仿真大量空间节

点的工程应用中。相反地，线性滤波法效率较高，

但其仿真程度相应较低（Rossi et al.，2004）。针对

不同的缺点，有作者提出了一些优化方案（李东东

和陈陈，2005；陈小波等，2008），其中包括将两

种方法相结合使用的方案（Li and Kareem，1993）。
传统的线性滤波法和谐波合成法虽能有效仿真实

际风速脉动的功率谱密度，但均未考虑到风速脉动

的自相似分形特征。近些年来，人们已经设计出了

许多数学模型来仿真具有自相似特征的时间序列，

诸如分数布朗运动（Mandelbrot and Van Ness，1968）、
Lévy 飞行（Shlesinger et al.，1993）和 Weierstrass- 
Mandelbrot 函数（Mandelbrot，1982）等。 

本文探讨了基于Weierstrass-Mandelbrot函数的

风速脉动时间序列仿真，并将仿真的结果与实际风

速脉动资料进行了对比。研究表明，Weierstrass- 
Mandelbrot 函数作为一种较为简单，并具有自相似

特征的数学模型，能够有效仿真风速脉动时间序

列。 

2  风速脉动的自相似特征 

具有自相似特征的一维物理量 ( )X t ，通常满足

下式（Feder，1988）： 

  2( ) ( )DX bt b X t−=  ,          （1） 

其中，b 是大于 0 的任意常数，D 通常称为分形维

度, 且1 2D< < 。如果该物理量具有随机特征，上

式在概率意义下相等，即：  

     
d

2( ) ( ),DX bt b X t−=            （2） 

其中，符号 “
d
= ” 表示等号两边的随机变量其概率

密度函数相同。 
具有上述自相似特征的物理量 ( )X t 通常称为

分形。早在 19 世纪末，人们已经设计了大量具有

分形特征的数学函数（Edgar，2004），本文将要介

绍的 Weierstrass-Mandelbrot 函数即是其中的一种。

然而直到 1960 年代，Mandelbrot（1982）才发现自

然界许多现象具有分形特征。这项发现既加深了人

们对自然现象的认识，也推动了许多工程领域新技

术的研发和应用。在大气科学领域，诸多研究表明，

风速脉动普遍具有自相似特征，其分形维度 D 约为

1.7 (Lovejoy and Schertzer, 1986; Schmitt et al., 1993; 
Syu and Kirchhoff, 1993)，这些研究构成了风工程中

各种分形仿真设计的理论基础。 
一般情况下，通过线性滤波法仿真得到的风速

脉动时间序列不具有自相似分形特征。以线性滤波

法常用的自回归模型为例， 

1
ˆ( ) ( )

n

i
i

u t a u t i t
=

= − Δ∑ ,        （3） 

其中， ˆ( )u t 是仿真风速脉动， ( )u t 是实测风速脉动，

ia 是与时间无关的常系数， tΔ 是最短延迟时间，n
是正整数。因此当 1b ≠ 时， 

2 2

1 1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).

n n
D D

i i
i i

tu bt a u bt i t b a u t i b u t
b

− −

= =

Δ
= − Δ = − ≠∑ ∑  

 （4） 
谐波合成法风速脉动时间序列的数学仿真模

型为： 
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1
ˆ( ) ( sin cos )

n

i i i i
i

u t u A w t B w t
=

= +∑ ,    （5） 

其中， iA 和 iB 均为与时间无关的常随机变量， iw 是

第 i 个成分的频率。根据上式可以证明，谐波合成

法也不具有自相似特征： 
2

1
ˆ ˆ( ) ( sin cos ) ( )

n
D

i i i i
i

u bt u A w bt B w bt b u t−

=

= + ≠∑ .（6） 

由上面的讨论可知，常用的谐波合成法和线性

滤波法均不能仿真具有自相似特征的风速脉动时

间序列。本文下面将介绍能够仿真自相似时间序列

的 Weierstrass-Mandelbrot 函数。 
2.1  Weierstrass-Mandelbrot 函数 

Weierstrass-Mandelbrot 函数是数学上较为有名

的连续不可导函数，其完全形式为（Berry and 
Lewis，1980）： 

ii

(2 )
(1 e )e( )

nn

D n
n

tW t
ϕγ

γ

∞

−
=−∞

−
= ∑ ,       （7） 

其中，1 2D< < ， 1γ > ， nϕ 是任意常数。 
实际应用中的 Weierstrass-Mandelbrot 函数根 

据 nϕ 的取值方案分为确定型和随机型两类，前者 
已应用于湍流或风速脉动的仿真（Humphrey et al.，
1992；刘罡等，1998）。本节将详细讨论确定型

Weierstrass-Mandelbrot 函数在仿真中的局限性，并

引入随机型的Weierstrass-Mandelbrot函数来仿真风

速脉动时间序列。 
2.2  确定型 Weierstrass-Mandelbrot 函数 

确定型 Weierstrass-Mandelbrot 函数的形式为： 

(2 )0

sin( ) Im ( )
n

n

D n
n

tD t W t A
ϕ

γ
γ

∞

−=
=−∞

= − = ∑ ,   （8） 

其中，引入常数 A 确保仿真序列的功率谱可与实测

功率谱拟合。函数 ( )D t 具有以下性质： 
（1）自相似性，分形维度为 D：            

2( ) ( )DD bt b D t−= .        （9） 

（2）当 1γ → 时，按频率平均后的功率谱密度

具有幂函数形式： 
2

5 2
1 π( ) ( )d

2 ln (2π )

f

D
f

AS f S f f f
f fγ

Δ

−
−Δ

′ ′= + =
Δ ∫ ,（10） 

因此，确定型 Weierstrass-Mandelbrot 函数只能仿真

湍流风速脉动的惯性区的周期成分。 
（3） ( )D t 的振幅具有随时间的增加呈幂次递增

的趋势（图 1a，取 A=1， 1.1γ = ，D=1.7，图 1b 和

1c 也选取上述参数值），这是由（8）式中较小频率

的谐波振幅造成的（Berry and Lewis，1980）。因此，

在风速脉动时间序列的仿真中，人们多采用低频截

断的形式： 

min

(2 )
sin( )

n

D n
n n

tD t A γ
γ

∞

−
=

= ∑ .       （11） 

图 1  几类 Weierstrass-Mandelbrot 函数的比较：(a)  确定型；(b)  低频截断的确定型；(c)  随机型 

Fig. 1   Comparison of Weierstrass-Mandelbrot functions: (a) Deterministic function; (b) deterministic function with low frequency variations truncated; (c) 

stochastic function 
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低频截断的Weierstrass-Mandelbrot函数不具有明显

的递增趋势（图 1b，取 nmin=-10），与未做低频截

断的 Weierstrass-Mandelbrot 函数相比，具有许多新的

特性：其一，其功率谱密度在低频区 min
min / 2πnf γ=  

处出现截断。因此，γ 和 minn 的选择应该保证 minf 大

于湍流惯性区的最低频率。其二，低频截断型的

Weierstrass-Mandelbrot 函数类似于谐波合成法，不

具有自相似特征。 
2.3  随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数 

随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数的形式为： 

(2 ) (2 )

( ) Re ( )

cos cos cos sin sin
       

n n
n n n

D n D n
n

R t W t

t t
A

ϕ ϕ γ ϕ γ
γ γ

∞

− −
=−∞

=

⎡ ⎤−
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ，

 

（12） 
其中， nϕ 是定义在[0,2π]上的均匀分布。函数 ( )R t
具有以下性质： 

（1）随机自相似性，分形维度为 D : 
2( ) ( )DR bt b R t−= .          （13） 

（2）当 1γ → 时，按频率平均后的功率谱密度

同样具有幂函数形式： 
2

5 2
π( )

2ln (2π ) D
AS f

fγ −= .     （14） 

（3） ( )R t 样本的振幅并没有明显的变化趋势，

如图 1c 所示。                    
由上面讨论可知，常用的确定型 Weierstrass- 

Mandelbrot 函数因为在低频段有截断，从而失去了

原有的自相似特征。随机 Weierstrass-Mandelbrot 函数

的样本振幅既无明显的变化趋势，又具有自相似特

征，因而本文将使用随机型 Weierstrass-Mandelbrot
函数来仿真风速脉动。 

3  风速脉动的仿真步骤 

基于随机型Weierstrass-Mandelbrot函数风速脉

动仿真的具体步骤如下： 
第一步：选取合适的求和项数。尽管自相似的

Weierstrass-Mandelbrot 函数具有无穷项求和，在实

际应用中只能选取有限的求和项数来近似逼近该

函数。求和项数的选取要求足够大，使得仿真序列

逼近原始函数的自相似特征。此外，求和项数又不

可能无限制增加，从而降低了仿真效率。本文随机

选取了若干组 γ 的取值，分析了确定型 Weierstrass- 
Mandelbrot 函数随求和项的变化。研究表明， γ 值

越小，所需的求和项数越多。当 1.1γ≥ 时， n 的最

大取值大于 50，且 n的最小取值小于-160 时，仿

真时间序列之间的相对差别小于 0.5%，因此本文建

议 n的最大取值取为 50，最小取值取为-160。 
 第二步：选取合适的γ 值。根据随机 Weierstrass- 

Mandelbrot 函数的性质 2，γ 值越小，仿真时间序

列的功率谱密度越光滑，并接近于（14）式，本文

推荐选用1.1 1.3γ≤ ≤ 之间的值。 
 第三步：根据目标功率谱密度确定其它参数。

Kaimal 谱是工程上常用的目标功率谱密度，其形式

为（Kaimal and Finnigan，1994）： 

2 5/ 3
*

2 5/ 3
*

2 5/ 3
*

( ) 102 ,
(1 33 )

( ) 17 ,
(1 9.5 )

( ) 2.1 ,
1 5.3

u

v

w

fS f n
u n

fS f n
u n

fS f n
u n

⎧
=⎪ +⎪

⎪⎪ =⎨
+⎪

⎪
=⎪

+⎪⎩

     （15） 

其中， *u 是摩擦速度，n fz u= 是归一化频率，u 是

平均风速， u 、 v 和 w 分别是径向（垂直于风力发

电机转子平面）、侧向（水平方向平行于风力发电

机转子平面）和垂直方向（垂直方向平行于风力发

电机转子平面）的风速。实际上，谱的具体形式与

局地大气和地形条件密切相关，往往不能用统一 
的形式来描述。尽管如此，在中高频区（惯性副  
区）能谱仍保持 “-5/3” 幂次谱的特征（刘树华等，

1996）。为了得到目标功率谱的具体形式，本文利

用带参数的 Kaimal 谱来拟合实测风速资料： 

         5/3( )
(1 )

zS f
u n

α
β

=
+

,         （16） 

其中，α 和β 是待拟合参数，α 的量纲为 m2 s-2，β 是

无量纲参数。 
风速脉动谱在高频区往往具有幂函数的形式，

称为惯性区： 
2
3 5/3

5/3( ) uS f f
z

α
β

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.       （17） 

将上式与（16）式进行对比，可知： 

 2
5

3
3

5 1.7,
3

12.04 ln .

D

uA
z

αβ γ
−

⎧ = ≈⎪
⎪
⎨
⎪ ⎛ ⎞≈ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

    （18） 

第四步：将各参数带入随机 Weierstrass-Man- 
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delbrot 函数 R(t)，即可得到风速脉动的仿真时间序

列。 

4  仿真结果及分析 

本文所用的观测资料由国家气候中心风能资

源详查和评价项目所属的草原下垫面边界层梯度

观测试验提供。试验场地位于锡林浩特市东北约 
30 km 处，具有较为均匀和平坦的草原下垫面。试

验设立了 3 座气象观测塔（一座 100 m 高，两座   
70 m 高）。本文所用湍流风速资料来自 100 m 塔上

配备的 CSAT-3 型超声风速仪，观测高度 30 m，采

样频率 20 Hz，观测时间为 2009 年 7 月 10 日至 7
月 22 日。 

首先，从观测资料中挑选 10 min 平均风速约为

10 m s–1 的风速脉动时间序列，计算其功率谱密度，

并用（16）式拟合该实测功率谱密度，表 1 是拟合

结果。图 2 中的散点是实测功率谱，虚线是拟合得

到的功率谱。由图 2 可知，除高频区之外，实测功

率谱密度与（16）式拟合较好。由于观测信号中   
混入的高频白噪声及混叠效应的影响，实测功率谱

在高频段往往偏离幂函数，具有上翘的趋势

（Kaimal and Finnigan，1994）。取 n为[ 160,50]− 内

所有的整数， 1.1γ = ， 600 sT = ，并将表 1 中拟合

得到的参数值代入（18）式，求出参数 A 的值. 将 

n、γ 和 A的值代入随机 Weierstrass-Mandelbrot 函
数中，即可得到风速脉动的仿真时间序列。图 3、4
和 5 分别是径向、侧向和垂直方向的实测风速脉  
动与仿真风速脉动时间序列的比较，两者之间较为

相似。 

表 1  风速脉动功率谱密度的拟合结果 
Table 1  Fitting results of power spectral density of wind 
fluctuations 

 α/(m2 s-2) β 

径向 48.0095 65.5531 

侧向 64.2057 84.3882 

垂直方向 3.4201 14.6748 

 

为了定量地评估仿真效果，下面将比较实测风

速脉动和仿真风速脉动时间序列的功率谱密度和

概率密度函数。图 2 是功率谱密度的比较结果，其

中虚线是根据（16）式拟合得到的目标功率谱。由

图 2 可知，随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数能有

效仿真实测风速脉动的中高频变化，但其低频变化

的强度比实测风速脉动高。从图 3、4 和 5 也能明

显看出仿真时间序列中含有强度较大的低频变化。

图 6 是概率密度函数的比较结果，可知利用随机型

Weierstrass-Mandelbrot 函数得到的仿真风速脉动时

间序列与实测风速具有相似的概率分布特征，即高

斯型分布特征。 

图 2  实测功率谱密度和仿真功率谱密度的比较 

Fig. 2   Comparisons between measured and simulated power spectral density functions 
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综上述，随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数虽

然是一种简单的自相似函数，却能有效地仿真实际

风速脉动的中高频变化及其概率分布特征。 
 

5  结语 
 

风速脉动的仿真是风力发电机随机载荷分析

和设计中的关键环节之一。本文基于随机型的

Weierstrass-Mandelbrot 函数，对风速脉动进行了分

形仿真研究，主要结论如下： 
   （1）实际风速脉动普遍具有自相似分形特征，

而传统的谐波合成法和线性滤波法仿真的风速脉

动均不具有自相似分形特征。 
（2）确定型 Weierstrass-Mandelbrot 函数作为一

图 3   实测径向风速脉动和仿真风速脉动的时间序列 

Fig. 3   Comparison between the time series of measured and simulated radial wind fluctuations 

图 4   实测侧向风速脉动和仿真风速脉动的时间序列 

Fig. 4   Comparison between the time series of measured and simulated lateral wind fluctuations 
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种简单的具有自相似特征的函数，常用来仿真具有

自相似特征的时间序列。研究表明，确定型

Weierstrass-Mandelbrot 函数的振幅具有随时间的增

加呈幂次递增的趋势，不适合用来仿真风速脉动的

时间序列。 
   （3）随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数的振幅

并没有明显的递增或递减的趋势，与实际风速脉动

的变化较为相似。本文的统计分析表明，随机型

Weierstrass-Mandelbrot 函数能简单、有效地仿真实

测风速脉动的中高频变化。 
（4）随机型 Weierstrass-Mandelbrot 函数仿真的

风速脉动时间序列与实测风速脉动相比，含有较强

的低频变化，这是本方案的不足之处，尚待以后的

研究工作予以改进。 
 

致谢  本文中的实验数据由中国气象局国家气候中心提供，

图 5  实测垂直方向风速脉动和仿真风速脉动的时间序列 

Fig. 5   Comparison between the time series of measured and simulated vertical wind fluctuations 

图 6  实测概率密度函数和仿真概率密度函数的比较 

Fig. 6   Comparisons between measured and simulated probability density functions 
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