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摘  要  研究了 Lorenz 非线性系统中使用的集合平均方法来减小计算误差的效果，通过检查 5 组数值试验（每组

20 个样本）的结果发现：集合平均对计算误差的减小和消除不如高精度算法有效，这主要体现在以下几方面：1）
普通的算法和双精度的计算环境中，若截断误差是主导误差（当初值误差很小时），各集合的平均结果并不收敛于

真值，而是收敛于含截断误差的数值解；2）若初值误差为主导时，系统受到初值误差增长规律的影响，数值解收

敛于由初值误差主导的误差解；3）这两种误差量级接近的时候，两种误差都无法消除掉。对解的统计特征进行研

究表明，可信的数值解与含计算误差的数值解有许多相似的地方，但是与集合平均的数值解有很大不同，同样说

明了集合平均不适用于减小计算误差这样的问题。此外，试验结果表明即使数值解的概率分布形式基本正确，也

不能保证数值解是正确的。 
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Abstract  Five groups (each includes 20 samples) of numerical experiments are implemented and the solutions are 
compared with reliable solutions of the Lorenz chaotic system. Results indicate that the ensemble mean method is not as 
good as the high precision scheme in reducing the numerical error. 1) When a general scheme and double-precision are 
used in computing, the truncation error will be dominant, and the ensemble mean solution will not converge to the real 
solution but approach to a solution with the truncation error. 2) When the initial error is dominant compared to the 
truncation error, the error will increase exponentially, and the solution will converge to an error-induced solution that is 
mainly affected by the initial error. 3) When the initial error and the truncation error are comparable, neither of them can 
be eliminated. The probability density function (PDF) of the numerical solutions is also analyzed for the ensemble mean 
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dynamical system. Results indicate that the PDF is significantly different to that in the original system. This difference 
further indicates that the ensemble mean method cannot yield a true numerical solution. The PDF study also suggests that 
a correct PDF distribution of the numerical solution cannot guarantee a correct solution.       
Keywords  Ensemble mean, Computation error, Statistical property, Lyapunov exponent 

 

 
1  引言 

 
大气科学中的集合预报经历了随机动力预报、

Monte-Carlo 预报、滞后平均预报等几个阶段，逐步

发展到目前的业务化的集合预报和多模式集合预

报。为预报大气模式不确定性，Epstein (1969) 首次

明确地引入了随机动力预报的概念，通过一个多维

动力模型，求得模式解的概率密度所满足的动力方

程，为了简化运算，Epstein 引入了一个近似，只预

报概率分布的一阶矩和二阶矩（即均值和方差）。

Epstein 对 Lorenz 方程试验了这样的近似随机方程，

通过 500 个样本的计算，得出了集合预报对几天之

内的预报效果有改进的结论。Leith (1974) 提出了

利用 n 个成员来制作集合预报的方法，他在分析时

用偏差场取代了模式变量，发现如果使用 Monte- 
Carlo 方法 (MCF) 产生的偏差场，集合平均之后可

以使预报结果缓慢地接近气候值，而且不需要进行

回归运算，这样就可以用相对较少的集合数来完成

预报。Hoffman and Kalnay (1983) 提出了使用滞后

平均预报 (Lagged Average Forecasting, LAF) 代替

Monte-Carlo 预报的方案，除了取 0t = 时刻的样本

值外，还用其它的一些等间隔时刻的样本参与运

算，从而有一些实况的信息被后面的分析所利用，

结果表明 LAF 相比 Monte-Carlo 预报而言，预报技

巧有明显优势。 
经过很多研究，现在集合预报已经有了成熟的

业务化预报方法，如：繁殖法 (Toth and Kalnay, 
1993)、奇异向量法 (Palmer et al., 1993; Molteni et 
al., 1996)、资料同化法 (Houtekamer et al., 1996)、
多系统集合法 (Kalnay and Ham, 1989; Fritsch et al., 
2000) 等。集合预报的应用范围也很广，除了天气

预报外还包括月、季、年际的预报，ENSO 事件的

预报。此外，它还被用于其他一些气候变化问题的

研究（蔡其发等，1999；姜智娜等，2008；郑飞等，

2009；康红文等，2012）。近年来，基于集合同化

思想的集合预报初始扰动生成方法也有了很大的

发展，如集合卡尔曼滤波 (Ensemble Kalman Filter, 

EnKF)、集合变换卡尔曼滤波 (Ensemble Transform 
Kalman Filer, ETKF) 方法等（Evensen and Van 
Leeuwen, 1996; 田伟红和庄世宇，2007），试验表

明这些方法得到的初始扰动可以改进数值预报的

结果。 
集合平均是集合预报最常用的方案之一，其数

学基础是 Monte-Carlo 数值试验，每一个积分过程

都可视为非平衡统计物理中的准粒子轨迹，从而使

用大量积分来研究其概率密度分布（封国林和董文

杰，2003），实际业务中也计算集合预报中的多种

统计量，如均值、方差、概率密度分布等。以往的

集合平均预报多从随机动力预报出发，着重研究集

合预报的天气预报实现方法和具体应用，而它能否

用于减小混沌系统的预报误差受到了学者的关注。

Houtekamer and Derome (1994, 1995) 在分析两样

本的集合预报时使用了三变量的 Lorenz63 系统，研

究表明控制试验和两样本初值扰动的平均预报本

质上的区别源于非线性作用，因此，必须用非线性

的模型才能检测出集合平均预报的效果。Anderson 
(1997) 使用了两个低阶的模型对比非线性系统中

约束型集合预报和非约束型集合预报的效果，结果

表明非约束的集合预报可以取得与设定约束条件

的集合预报相当的效果。王鹏飞等（2014）从原始

的非线性方程初值平均问题出发，把它对应的均值

方程系统及样本初值联合看作一个广义的微分动

力系统，应用定性理论分析此均值系统长期的动力

学行为和性质，进而研究均值系统吸引子的结构，

增加了对集合平均的本质和变化规律的认识。 
集合预报在大气科学研究中的主要作用之一

是减小误差，但它能否用于减小混沌系统的计算误

差仍是值得研究的问题。在普通的浮点计算环境

中，双精度计算和差分方法（如 4 阶 Runge-Kutta
格式）的算法程序是常用的数值研究手段，但是结

果中必然存在一定的计算误差（由截断误差和舍入

误差组成）。这就引出了如下的问题：1）通过初值

的集合平均能否对此计算误差进行有效的消除或

减小？2）如果能消除或减小计算误差，那么它们

的效果能否与以前研究中使用的高精度算法效果
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相当？3）集合平均解能否保持原问题的统计特

征？为了回答这些问题，本文用精确的参考解来评

估 20 个扰动样本的普通数值解的算术集合平均对

计算误差的影响；进一步分离这些解中的初值误

差、截断误差和舍入误差，研究它们分别做集合平

均后随时间的变化；分析可信数值解和含计算误差

的数值解的统计特征的异同，并给出计算误差不能

用集合平均方法消除的原因。 
 

2  计算误差和有效计算时间的基本
理论 
 
在 Henrici 的工作基础上，Li et al.(2000, 2001)

得到了常微分方程一般 k 步算法的总误差界公式

如下（总计算误差记为： E e r= + ）： 
( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( , )E t h e t h r t h C t E h K= + ≤ %  

( ) pC t Ch
C h
σ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠%

,       （1） 

其中， t 为无量纲时间，  h  是时间步长，
0( )( ) e LC t t

LC t CΓ −= % , ( , )E h K e r= +% % % 为误差的主体

部分( pe Ch=% , r C hσ= %% )，C 是依赖于算法的常

数，CL 是依赖于常微分方程 (Ordinary Differential 
Equation, ODE)的常数， 2 LC C=% ，p 是算法的阶

数， 010 n Mσ −= ，
0

0 [ , ]
max ( ) 2 3

t t
M y

τ
τ

∈
= ，K 为浮点

计算的有效位数（10 进制），各参数的具体说明请参

考 Li et al. (2001)。  
 Lorenz 通过定性分析和数值试验指出一个确

定的非线性动力系统可以有非常复杂的解 (Lorenz, 
1963)，他所使用的 Lorenz63 方程被广泛用于混沌

和可预报性方面的研究，方程可以写为：  

 

d ,
d
d ,
d
d ,
d

x x y
t
y rx y xz
t
z xy bz
t

σ σ⎧ = − +⎪
⎪
⎪ = − −⎨
⎪
⎪

= −⎪⎩

         （2） 

其中，σ 、r、b 为无量纲常数（本文中取参数 10,σ =  
28.0,  8 / 3r b= = ）。x、y、z 的初值选为−15.8、−17.48、

35.64。 
Liao (2009) 对上述Lorenz方程计算得到了 3个

统计关系： 
3cT p≈ ,                 （3） 
2.51 4.26cT K≈ − ,   （4） 

02.5lgcT x≈ − Δ ,         （5） 
则分别表示了可信计算时间 T 同算法阶数（p）、K
和初值误差（ 0xΔ ）的简单线性关系。 

实际上 Liao (2009) 所得的统计关系是 Li et al. 
(2001) 结果的特例，当考虑误差限δ 的作用时，根

据公式 

* *

ln 1( ) ln L
c

L L

ChT h p
C C C

δ⎛ ⎞
= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟Γ Γ ⎝ ⎠

,    （6） 

取 0.01h = 即得 

*

4.6(0.01)c
L

T p
C

= +
Γ

 *

1 ln L

L

C
C C

δ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟Γ ⎝ ⎠

.  （7） 

再根据公式： 

* *
0

ln10 1( ) ln L
c

L L

C C h
T h K

C C M
δ⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟⎜ ⎟Γ Γ ⎝ ⎠

%

% % ,   （8） 

取 0.01h = 即得 

* *
0

2.3 1(0.01) ln
10

L
c

L L

C C
T K

C C M
δ⎛ ⎞

= + ⎜ ⎟⎜ ⎟Γ Γ ⎝ ⎠

%

% % .    （9） 

此外不难得到 Tc随初值的变化公式： 

( )0* *
1

2.3 2.3lg lgcT x
kL kL N

δ
η

= − Δ +
Γ Γ .    （10） 

如果需要获得 100cT = LTU（Lorenz 系统时间，

Lorenz Time Unit）时，具有 16 位有效数字的数值

解（平均而言 1610δ −≈ ），可以根据公式（3）和公

式（4）估算出所需的算法阶数和有效位数，实际

计算时选用的值比上面理论推导出的数值再大一

些，以保证计算的精确。本文中试验的阶数取为 50，
二进制的位数取为 250 位（约相当于 75 位十进制有

效数字），能够保证参考解输出中的 16 位有效数字。  
  
3  集合平均对计算误差影响的试验

研究 
 
3.1  试验工具 

可信计算时间（记作 Tc）的存在说明在目前常

用的计算机系统中要获得 1000t = 时正确的数值解

仅使用单精度和双精度计算是不够的。为了解决浮

点计算精度不够用的问题，计算机应用领域有一套

成熟的软件库“MP”(multiple precision) (Brent, 
1978; Portilho, 1990) 可供使用。利用 MP，对于固

定的计算步长 h总可以选择充分高的计算精度以确

保舍入误差的积累相对于截断误差的积累是可以

忽略的，这样总的计算误差就由截断误差主导。
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Wang et al. (2006)、Liao (2009) 展示了将多精度计

算工具用于求解洛伦兹方程的方法，这些工作已经

证明了增加浮点计算精度对获取可信的数值解是

非常有价值的。 
控制截断误差的有效方法是使用高阶算法，例

如求解常微分方程（ODEs）的 Taylor 方法，它的

优点是很容易实现较高的算法阶数，利用 Moore 
(1966, 1979) 提出的递归计算泰勒系数的方法，

Barrio (2005) 研究了使用 Taylor 算法对 ODEs 的一

般计算问题，并且分析了算法的收敛域特点。Liao 
(2009) 中 提 出 “ 纯 净 计 算 ” 的 方 法  (Clean 
Numerical Simulation, CNS)，采用 400 阶 Taylor 级
数和 800 有效位高精度数据，应用 Mathematica 软

件获得了 1200 LTU 的结果。Barrio et al. (2011) 使
用高阶的 Taylor 系数法，对 Lorenz 方程、Kepler
问题、Henon-Heiles 问题 (Hénon and Heiles, 1964)
进行了研究，结果表明，对指定的 t 时刻，这些方

法可以获得精度非常高的数值解。 
获得混沌系统长时间数值解的方法不仅依赖

于计算的步长、算法阶数和浮点计算精度，而且还

受制于实际消耗的计算时间。Wang et al. (2012) 比
较了 RK4 方法和 Taylor 高阶算法在计算时间上的

花费，结果表明：高阶算法能够将求解 Lorenz 方程

的时间按指数比率降低，因此比使用最优步长计算

的低阶算法更具效率。然而，高阶的 Taylor 算法在

使用很高的浮点精度时非常耗费计算机 CPU 时间，

而过长的计算时间会限制此类算法的推广和应用。

为此，Wang et al. (2012) 提出了使用并行计算来加

快计算速度的方案“并行多精度泰勒算法”(Parallel 
Multiple-precision Taylor scheme, PMT)。在算法 1.0
版的基础上，Wang et al. (2014) 改进了递归系数的

计算，使计算速度再次提升，并且将其拓展求解多

个混沌动力系统。利用此并行版本模式 Liao and 
Wang (2014) 给出了 Lorenz 系统 [0, 10000] LTU 的

可信数值解，得到了混沌系统可以获得收敛数值解

的正面结论，目前此并行 Taylor 算法已成功运用于

天河一号等并行计算机系统中，获得了很高的加速

比和计算效率，本文的数值试验即采用此并行版的

模式完成。 
3.2  试验方案 

本文的集合数值试验共 5 组，每组 20 个样本，

集合样本用
7

0 10E −≈ 附近的 20 个初值，具体的说

明如下： 

A 组试验在计算步长 0.01、阶数 50p = 、计算

精度 250rP = 的条件下得到 t=0～100 时刻的计算

值，作为参考解；其中 0 号样本( 0 0E = )并不参与

集合运算，仅用来评价其它数值解的误差。 
B 组试验以计算步长 0.01、阶数 4p = 、计算

精度 250rP = 为参数计算 t=0～100 时刻的数值解，

共产生 20 个样本的数值解用于集合运算（试验 B、
C、D、E 中不计算 0 号样本）。试验 C 同 B，但计

算精度 53rP = ；试验 D、E 同 C，但阶数分别为 8p =
和 16p = （具体的计算参数列于表 1 和表 2 中）。 

表 1  样本编号及对应的初值参数 
Table 1  The parameters corresponding to sample numbers 
样本编号 x 初值误差 7

0 ( 10 )E −× 样本编号 x 初值误差 7
0 ( 10 )E −×

0 0 6、16 ±1.5 
1、11 ±1.0 7、17 ±1.6 
2、12 ±1.1 8、18 ±1.7 
3、13 ±1.2 9、19 ±1.8 
4、14 ±1.3 10、20 ±1.9 
5、15 ±1.4   

 
表 2  5 组试验的计算参数 
Table 2  The computation parameters corresponding to 
groups of experiments 

试验组 步长 阶数 浮点精度 
A  0.01 50 250 
B  0.01 4 250 
C  0.01 4 53 
D  0.01 8 53 
E  0.01 16 53 

 
试验得到 5 组数据分别为：A 组为基准数据，

其中 0
Ax 为参考解，直到 100 LTU 都是准确的；B 组

为含截断误差的数据；C、D、E 组为同时含截断误

差和舍入误差的数据，模拟了普通的双精度计算环

境下的结果。  
定义 A 组 20 个样本的误差为 

0
A A A
n nE x x= − ,                  （11） 

其中下标 n 表示第 n 个样本，而 

( )0
1 1 1

1 1 1N N N
A A A A A
n n n n

n n n
E E x x x

N N N= = =

⎛ ⎞
= = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 

0 0
A A A

nx x x= − ,              （12） 

其中 20N = 为样本的个数，公式（12）表明只需研

究误差的集合平均就可以评价 x 变量集合平均的效

果。 
B 组试验的计算误差为 

0
B B A
n nE x x= − ,                 （13） 
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这个误差体现了初值误差和截断误差的共同作用。 
为了扣除初值误差的影响，用 B A

n nE E− 得到每

个样本的截断误差，即 
T B A B A
n n n n nE E E x x= − = − ,        （14） 

其中 T
nE 为截断误差。 

C 组试验的计算误差为（也适用于 D、E）： 

0
C C A
n nE x x= − ,                 （15） 

这个误差体现了初值误差、截断误差和舍入误差的

共同作用。C 组每个样本中的舍入误差为 
R C B C B
n n n n nE E E x x= − = − .  （16） 

3.3  评价方法 
评价一组集合平均的数值试验能否消除计算

误差的直接方法就是观察有效计算时间（Tc）的变

化，如果集合平均结果的 Tc 比单个计算所得的 Tc

延长很多，那么它就是有效的，否则就是没有作用

的。本文以误差限 1.0δ = 为判断达到 Tc的标准，另

外通过误差随时间的变化曲线也能方便地判断 Tc

的大致范围。 
3.4  试验结果 
 图 1 给出了 A 组试验的误差曲线图，由于初值

误差在 7 71.0 10 1.9 10− −× ∼ × 范围内，根据公式（5）
可知 17.5 18.2cT ≈ ∼ ，图 1a 中的各样本误差在

18.0～19.0 LTU 附近开始有较大增加，与公式（5）
的结果符合。图 1b 为将 18～23 LTU 时间段内误差

细致观看的结果，集合平均的误差曲线（红色）在

18.6 LTU 附近出现明显增加的趋势（图 1c），可见

当使用 20 个样本做平均时，并不能使计算结果的

Tc有明显的增加。 
图 2 给出了 B 组试验的误差曲线图，初值误差

同 A，图 2a 中的各样本误差在 8.0～9.0 LTU 附近

开始有较大增加，这是与图 1a 明显不同的，可见

此时的误差主要是由于截断误差造成的。集合平均

的误差曲线在 8.0～9.0 LTU 附近出现明显增加的

趋势（图 2c），可见集合平均不能消除截断误差带

来的影响，这也很容易理解，因为截断误差并不是

完全随机分布的。 
图 3 给出了 C 组试验的误差曲线图，初值误

差同 A，试验 C 与 B 的区别在于使用了 53 位二进

制精度，这是与普通双精度计算相当的计算精度。

图 3a 中的各试验误差在 8.0～9.0 LTU 附近开始有

较大增加，这与图 2a 的结果很接近，进一步说明

了，当计算阶数 M=4 时误差主要是截断误差，而

非舍入误差。集合平均的误差曲线在 8.0～9.0 LTU 

附近出现明显增加的趋势（图 3c），与图 2c 接近，

说明了普通的双精度计算在截断误差为主导误差

的时候是无法通过集合平均的办法减小总计算误

差的。 

图 1  A 组试验结果（平均误差用红色表示）：（a）0～23 LTU 20 个样

本误差变化；（b）18～23 LTU 20 个样本误差变化；（c）18～23 LTU 的

平均误差变化 

Fig. 1  Results of experiments in Group A (red line marks the mean error): 

(a) Errors of the 20 samples in 0−23 LTU; (b) errors of the 20 samples in 

18−23 LTU; (c) the mean error in 18−23 LTU 
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图 4、5 给出了 D、E 组试验的误差曲线图，初

值误差同 A，试验 D、E 与 C 的区别在于使用了 8
阶和 16 阶的算法。图 4a、5a 中的各试验误差与图

1a 的结果很接近，这表明当计算阶数增加后，截断

误差减小得相当迅速，当计算阶数 M 大于等于 8

阶时，误差主要取决于初值误差，而非计算误差，

而且 Tc 趋向于 A 组试验的结果。集合平均的误差

曲线也与图 1c 接近，说明了普通的双精度计算在

增加阶数来控制截断误差的时候，其集合平均也趋

向于 A 组的集合平均结果。 

图 2  B 组试验结果（平均误差用红色表示）：（a）0～23 LTU 20 个样

本误差变化；（b）18～23 LTU 20 个样本误差变化；（c）8～10 LTU 的

平均误差变化 

Fig. 2  Results of experiments in Group B (red line indicates the mean 

error): (a) Errors of the 20 samples in 0−23 LTU; (b) errors of the 20 

samples in 18−23 LTU; (c) the mean error in 8−10 LTU 

图 3  C 组试验结果（平均误差用红色表示）：（a）0～23 LTU 20 个样

本误差变化；（b）18～23 LTU 20 个样本误差变化；（c）8～10 LTU 的

平均误差变化 

Fig. 3  Result of experiments in Group C (red line marks the mean error): 

(a) Errors of the 20 samples in 0−23 LTU; (b) errors of the 20 samples in 

18−23 LTU; (c) the mean error in 8−10 LTU 
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 综合上述试验的结果可见：1）当计算误差的

影响主导时，集合平均的结果将趋向于截断误差，

不能减小模拟结果中的计算误差；2）当初值误差

主导的时候，普通双精度的计算环境中所取得的最

好结果将趋向于 A 组试验，此时虽然没有截断误差

和舍入误差的影响，但是 Tc仍受制于公式（5），由

于初值集合点始终与准确初值点有差别，因此集合

平均对计算误差的效果，仍不能达到高精度计算对

计算误差的减小程度。例如本文中的 20 个样本的

集合平均只使 Tc达到了 19.0 LTU，这与 A 组试验

中 0 号试验达到 100.0 LTU 相差很远。 
 
4  数值解的统计特征 

 
当我们不研究复杂的气候系统，而是关注

Lorenz 这样的简单但具有吸引子的动力系统时，其

图 4  同图 1，但为 D 组试验结果 

Fig. 4  Same as Fig. 1, but for experiments in Group D 

图 5  同图 1，但为 E 组试验结果 

Fig. 5  Same as Fig. 1, but for experiments in Group E 
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长期状态也是一种“气候态”，即研究其 t →∞ 的状

态时，可以研究变量的某种概率分布形式，而不是研

究具体的变量数值（ t →∞和 [0, ]ct T∈ 是有区别的）。 
对 Lorenz 系统，时间也可以被分为两段，

[0, ]ct T∈ 和 [ , ]ct T∈ ∞ ，前一时间段是由初值决定

的，可以计算，而且计算解是有意义的；后一时间

段中计算解的具体数值是没意义的，但其概率分布

形式是有意义的。一般的双精度计算环境中 Tc的数

值在 35 左右，计算的时间虽无法达到∞，但很容

易计算到一个充分长（相比 Tc）的 t 时刻，例如

1000t = 等，这样如果研究 [ , ]ct T∈ ∞ 的概率分布形

式，将与 [0,1000]t∈ 所得的概率分布形式相差不

大。当然也可以在数值解中剔除 [0, ]ct T∈ 这部分数

值，得到 [ ,1000]ct T∈ 中的概率分布形式，试验的结

果表明它们的形式也相差不大。 
记 t →∞时 Lorenz 系统在吸引子空间的概率密

度分布函数为 ( ), ,p x y z ，另记 ( ) ( ), , d dxp x p x y z y z= ∫∫
为变量 x 的一维概率分布形式。当 ( ), ,p x y z 确定

时， ( )xp x 也是确定的，同理可定义 ( )yp y 和 ( )zp z 。

对集合平均解也存在概率分布函数为 ( , , )q x y z ，对

应的单变量分布函数为 ( )xq x 、 ( )yq y 、 ( )zq z 。 
如果 t →∞ 集合平均能够再现 Lorenz 系统的

图 6  Lorenz 系统长时间积分所得的单变量（x）概率分布形式，积分时间为 [0,1000]t∈ 。（a）实线为方程（2）数值解中 x1 的概率密度分布，点为

方程（2）数值解中 x2 的概率分布密度。（b）实线同（a），点为方程（2）数值解中 x 的概率分布密度 

Fig.6 Single variables’ PDFs of the Lorenz system in the long-term integration,  [0,1000]t∈ . (a) The solid line indicates the PDF of x1, which is the numerical 

solution of equation (2); the dot shows the PDF of x2, which is the numerical solution of equation (2) but with a different initial value. (b) The solid line is the 

same as that in (a); the dot represents the PDF of x , which is the ensemble mean solution of equation (2) 

图 7  同图 6，但为变量 y 

Fig. 7  Same as Fig. 6, but for y 

图 8  同图 6，但为变量 z 

Fig. 8  Same as Fig. 6, but for z 
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性质，那么会有 ( , , ) ( , , )p x y z q x y z= ，即均值解和

数值解有同样的概率分布形式，否则就说明集合平

均在研究 Lorenz 系统长期性质上是无效的。 
由概率统计理论可知，如果 ( , , ) ( , , )p x y z q x y z= ，

那么将有 ( ) ( )x xp x q x= ， ( ) ( )y yp y q y= ， z ( ) ( )zp z q z= ，

反之则不一定成立。而且一旦 ( ) ( )x xp x q x≠ ，那么一

定有 ( , , ) ( , , )p x y z q x y z≠ ，下面的数值试验将明显

地看出 ( ) ( )x xp x q x≠ 这个结论。 
从图 6a 可以看出，即使初值有一定的差别，

各数值解所得的 Lorenz 系统在长时间积分时所得

的概率密度分布的形式是一致的。但是当进行集合

平均计算之后，平均值对应的概率密度分布与原变

量的概率密度分布形式有很大的差别（见图 6b），
主要是 x 变量的多峰结构被单峰结构所取代，而且

0 点附近出现的概率比原解大，即集合解中 x 的值

更趋向于中间值。 
 y 的分布也是关于 0 点对称的，而且进行集合平

均计算之后，平均值对应的概率密度分布与原变量的

概率密度分布形式有差别（见图 7b），0 点附近出现

的概率比原解大，集合解中 y 的值也趋向于中间值。 
与 x、y 变量不同的是 z 变量的概率分布形式不

是关于 0z = 对称的，而是在 18z = 和 35z = 附近出

现大值区。进行集合平均计算之后，平均值对应的

概率密度分布与原变量的相比只有一个主要的峰

值区， 26z = 点附近出现的概率比原解大，集合解

中 z的值也趋向于中间值（见图 8）。 
上面的试验已经可以看出，对 Lorenz 系统的长

期计算解，如果进行了集合平均的处理，那么集合

解除了可以保持中间值（即时间平均值）不变这个

性质以外，其它各处的概率密度分布形式都发生了

变化，因此不适于研究解的细节结构。另外可以看

出，只要是数值解，它们的概率密度分布形式就基

本一致，初值的变动对它影响不大，这说明对于动

力系统，即使数值解的概率密度分布形式基本正

确，也不能保证数值解是正确的。 
 
5  结论和讨论 

 
对于 Lorenz 非线性动力系统的数值计算表明：

集合平均对计算误差的减小和消除没有明显的作

用，这主要体现在以下几方面：1）普通的算法和

双精度的计算环境中，截断误差是主导误差（当初

值误差很小时），各集合的平均结果并不收敛于真

值，而是收敛于含截断误差的解。2）若初值误差

为主导时，此初值误差一定不会很小，因此受到公

式（5）的制约，从而导致 Tc也不会很大。3）这两

种误差量级接近的时候，每种误差都无法消除掉，

结果 Tc将不会超过公式（4）和公式（5）所定义的

Tc中的小者。这就说明了普通的低阶算法和双精度

的计算环境中，集合平均对消除和减小计算误差无

明显的作用，也说明了研究高精度的新算法在减小

动力系统计算误差中不可替代的作用。 
理论分析显示集合平均所构成的动力系统与

原系统具有相同的最大 Lyapunov 指数（这里指线

性近似下的最大 Lyapunov 指数） (http://arxiv. 
org/abs/1311.2239[2013-11-10])，两者本质上误差的

增长速率是不变的，因此理论上的平均最大的可预

报时间也与原系统相同。从试验结果的统计特征可

以看出，对 Lorenz 系统的长期计算解，如果进行了

集合平均的处理，那么集合解除了可以保持中间值

（即时间平均值）不变这个性质以外，其它各处的

概率密度分布形式都发生了变化，因此不适于研究

解的细节结构。另外只要是数值解，不管是否有计

算误差，它们的概率密度分布形式是基本一致的，

初值和扰动的选取对其影响不大，这表明对于动力

系统来说，即使数值解的概率密度分布形式是正确

的，也不能保证数值解是正确的。 
 集合平均对于减小计算误差没有显著作用并

不意味着它一定对天气预报和气候数值模拟的研

究也没有效果，原因在于天气系统和气候系统有

明显的周期性外强迫源，这与本文所用的简单混

沌系统是有区别的。因此集合平均能否减小含周

期外强迫的混沌系统中的计算误差还需要进一步

的工作。 
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